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Предлагается схема статически определимой фермы рамного типа с двумя неподвижными 

шарнирными опорами. Нижний пояс фермы приподнят в своей средней части. Методом индукции в системе 
компьютерной математики Maple для трех видов нагрузки находится зависимость прогиба середины пролета 
конструкции от величины нагрузки, размеров и числа панелей. Усилия в стержнях определяются методом 
вырезания узлов одновременно с поиском реакций опор. Для нахождения прогиба используется формула 
Максвелла - Мора. Находится распределение усилий по стержням конструкции и линейная асимптотика 
зависимости прогиба от числа панелей. 
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Постановка задачи 
 

Расчет строительных конструкций, как правило, производится численными методами 
в специализированных пакетах [1-5]. Аналитические методы расчета усилий, деформаций, 
прочности и собственных частот сооружений применяются для регулярных систем для 
тестирования численных решений и в тех случаях, когда аналитический расчет позволяет 
избежать сложных вычислений численными методами, требующих значительных 
вычислительных ресурсов и 1 времени в конструкциях с большим числом элементов. 
Некоторые аналитические решения для плоских ферм методом индукции получены в [6-8] с 
применением системы компьютерной математики Maple. Нижние оценки первой частоты 
колебаний найдены для плоских [9-13] и пространственных ферм [14] регулярного типа. В 
[15-19] приведены формулы зависимости прогиба пространственных ферм от числа панелей, 
в [20-23] даны решения задачи о деформациях регулярных решетчатых ферм. Анализ 
регулярных стержневых систем с точки зрения возможности расширения класса таких 
конструкций проведен в [1, 24–26]. В справочнике [27] даны аналитические решения для 
плоских регулярных статически определимых ферм с различными схемами решеток, 
нагрузок и типов опор. 

В настоящей работе предлагается схема регулярной фермы с двумя неподвижными 
опорами шарнирного типа. Четыре неизвестные реакции опор в такой конструкции делают 
ее внешне статически неопределимой. Найти реакции опор в этом случае независимо от 
расчета усилий в стержнях не представляется возможным. Ставится задача получить прогиб 
фермы в зависимости от числа панелей для различных нагрузок. Ферма имеет длину пролета 

1)2(L n a  , где n — число панелей с крестообразной решеткой в половине средней части 
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пролета. Общее число стержней в конструкции, включая четыре стержня, моделирующие 
опоры, равно 8 20K n  . Нагрузка равномерно распределена по узлам верхнего пояса. 

 

 
Рис. 1. Ферма, нагрузка по узлам верхнего пояса, 3n   

 
Расчет усилий 

 
Для получения формулы зависимости прогиба от числа панелей необходимо 

определить аналитические выражения для усилий во всех стержнях фермы. Воспользуемся 
программой [28], написанной на языке Maple. Узлы (шарниры) фермы и стержни 
нумеруются (рис. 2). Неподвижная опора моделируются двумя стержнями. Левая опора — 
(1-15) и (1-16), правая — (7-17) и (7-18). Начало координат выбирается в левой опоре. В 
программу вводятся координаты узлов.  

Порядок соединения стержней в решетке определяется условными векторами, 
содержащими номера концов соответствующих стержней. По координатам узлов в 
соответствии со структурой решетки составляется матрица системы уравнений равновесия 
узлов. Элементы матрицы — направляющие косинусы усилий в стержнях, соединенных в 
узлах.   

 
Рис. 2. Нумерация узлов и стержней фермы, 1n   

Решение системы уравнений дает распределение усилий в стержнях фермы и реакции 
опор в аналитическом виде, что позволяет использовать эти данные для вывода формулы для 
прогиба. В численном виде при 2, 3 , 4n a м h м    распределение усилий, отнесенных к 
величине нагрузки P представлено на рис. 3. Толщина линий пропорциональна модулям 
усилий, синим цветом выделены сжатые элементы, красным — растянутые, черным — 
ненапряженные. Числом показано значение относительного усилия, округленное до двух 
знаков. Верхний пояс оказался сжатым, нижний — растянутым. Для случая нагружения 
нижнего пояса (рис. 4) распределение усилий показано на рис. 5. 
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Рис. 3. Нагрузка по верхнему поясу. Распределение усилий в стержнях, 2n   
 

 
 

Рис. 4. Ферма, нагрузка по узлам нижнего пояса, 5n   
 
 

 
 

Рис. 5. Нагрузка по нижнему поясу. Распределение усилий в стержнях, 2n   
 
Реакции опор можно получить в аналитическом виде из решения системы уравнений 

равновесия всех узлов. Имеем ряд решений для горизонтальных реакций опор ферм с 
различным числом панелей. 

( ) 0,  / (2 ), / , 3 / (2 ), 3 / ,...P
KS Pa h Pa h Pa h Pa h      

Обобщая методом индукции, получаем в случае равномерной нагрузки на верхний 
пояс: ( 1) / (2 ).A BR R Pa n h    Для нагрузки на нижний пояс горизонтальные реакции опор 
имеют вид ( 1) / (2 ).A BR R Pa n h    В случае действии сосредоточенной вертикальной силы 
на узел C в середине пролета эти реакции для нечетных n равны нулю: 

(( 1) 1) / (4 ).n
A BR R Pa h     
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Вычисление прогиба 
 
Прогиб определяется по формуле Максвелла-Мора: 

 
4

( ) (1)

1
/

K
P

kk k
k

S S l EF




   .
 

Суммирование ведется по всем деформируемым стержням конструкции, кроме 
четырех опорных по предположению недеформируемых. Расчет ряда ферм с 
последовательно увеличивающимся числом панелей дает общее выражение для прогиба 

3 3 3
1 2 3( ) /P C a C c C h EF    ,                                              (1) 

где 22 hac  . Коэффициенты    1 2,C n C n  и  3C n  в этой формуле определяются 
методом индукции [28]. Из решения рекуррентного уравнения десятого порядка получаем 
зависимость 

4 3 2
1 (10 2(5 6( 1) ) 2(4 3( 1) ) (11 15( 1) ) 12( 1) 12) / 24.n n n nC n n n n               (2) 

 Аналогично, но несколько проще, находятся и другие коэффициенты: 
2

2 ( 2(1 ( 1) ) 5( 1) 3) / 4n nC n n       , 3 (5 14)(1 ( 1) ) / 4.nC n             (3) 
 В случае нагрузки на нижний пояс имеем аналогичные зависимости: 

3 2
1

2
2 3

(10 2(6( 1) 5) 2(3( 1) 4) 15( 1) 11) / 24,

(2 4(1 ( 1) ) 5( 1) 1) / 8, 5 (( 1) 1) / 4.

n n n

n n n

C n n n n
C n n C n

         

            

 При действии на ферму одной силы в середине пролета коэффициенты в (1) имеют 
вид: 

2
1

2 3

3(4 3(1 3( 1) ) (11 3( 1) ) 3( 1) 3) /12,

(2 ( 1) ) / 2, 5(1 ( 1) ) / 4.

n n n

n nC
n n n

n
C
C

        

    




                  (4) 

 В последнем случае степени полиномов меньше, чем в случае распределенной 
нагрузки.  

Численный пример 
 

Для иллюстрации найденной зависимости прогиба от числа панелей построим 
соответствующие графики для фермы длины 2( 1) 100L n a м    с суммарной нагрузкой на 
верхний пояс 0 (2 5)P n P  . Введем в рассмотрение безразмерный прогиб ' / ( )EF PL   . 
На рис. 6 приведены две кривые, построенные по решению (1) с коэффициентами (2) и (3) 
для случая нагружения верхнего пояса. Несмотря на скачкообразное изменение прогиба, на 
графиках прослеживается наклонная асимптота. Аналитическая форма решения позволяет 
найти угол ее наклона: 

 
lim '/ / (8 ).
n

n h L


 
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Рис. 6. Зависимость прогиба от числа панелей. L=100 м, I — h = 3м; II— h = 4м 

 
Заключение 

 
Предложена схема статически определимой регулярной фермы рамного типа. 

Методом индукции получена формула зависимости прогиба от числа панелей для трех видов 
нагрузки. Построены распределения усилий по стержням решетки. Показано, что 
зависимости прогиба от числа панелей имеют наклонные асимптоты. Скачкообразный 
характер этой зависимости с величинами скачков, достигающими 50%, показывает, что 
выбор точного числа панелей в таких задачах имеет большое значение. Увеличение или 
уменьшение числа панелей всего на одну может существенно увеличить или уменьшить 
жесткость конструкции при сохранении ее размеров и веса.  

Примененный в решении поставленной задачи алгоритм вывода формул может быть 
использован и в других аналогичных фермах регулярной структуры. 
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A scheme of a statically determinate frame-type truss with two fixed hinged supports is proposed. The lower 

chord of the truss is raised in its middle part. Using the induction method in the Maple computer mathematics system 
for three types of load, the dependence of the deflection of the middle of the structure span on the value of the load, 
size, and a number of panels is found. The forces in the rods and support reactions are determined by cutting out nodes. 
To find the deflection, the Maxwell-Mohr formula is used. The distribution of forces over the bars of the structure and 
the linear asymptotics of the dependence of the deflection on the number of panels are found. 
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