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Актуальность темы исследования 

 Задача получения аналитических выражений для первой собственной частоты 

ферм как функции геометрических параметров остаётся актуальной. 

 Существующие методы ограничены малыми значениями числа панелей или 

приводят к громоздким формулам, неудобным для практики. 

 Разработка замкнутых аналитических решений для ферм с произвольным числом 

панелей расширяет методы расчёта и имеет важное значение для теории и 

проектирования инженерных конструкций. 

 Особую актуальность имеет анализ влияния геометрических параметров на 

прогибы и спектр собственных частот. 
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Цель работы  

Цель работы - развитие аналитических методов и получение точных зависимостей 

первой собственной частоты и прогибов регулярных ферм от их геометрических 

параметров, числа панелей и свойств материала.  

Основные решенные задачи: 

 Разработаны математические модели регулярных плоских и пространственных ферм 

с произвольным числом панелей на основе матриц жёсткости и масс, реализованы 

алгоритмы символьных вычислений. 

 Получены аналитические зависимости перемещений и прогибов с использованием 

рекуррентных соотношений и символьных вычислений. 

 Предложен упрощённый метод Донкерлея для оценки первой собственной частоты 

при большом числе панелей. 

 Определены частотные интервалы, не содержащие собственных значений, и 

установлена их зависимость от параметров конструкции. 
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Научная новизна работы 

 Разработан единый аналитический подход для исследования регулярных плоских и 

пространственных ферм с произвольным числом панелей, позволяющий получать 

обобщённые зависимости перемещений, усилий и частот. 

 Получены аналитические выражения для прогибов и первой собственной частоты, 

обеспечивающие расчёт ферм произвольной размерности без многократных 

вычислений. 

 Предложена упрощённая версия метода Донкерлея для расчета основной частоты 

фермы с произвольным числом панелей.  

 Установлены зависимости границ спектров собственных частот от геометрических и 

структурных параметров ферменных конструкций. 
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Описание объекта исследования 

Рассматриваются различные новые разновидности ферменных конструкций: симметричные, 

плоские балочные, решетчатые, консольные и пространственные фермы.  

Рис. 1. Статически определимая симметричная ферма, n=3 Рис. 2. Нумерация стержней и узлов, n=2 

Рис. 3. Пирамидальная пространственная ферма при n=7  Рис. 4.  Конструкция покрытия, n=6 
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Прогиб фермы, а также смещение подвижной опоры вычисляются с использованием 

формулы Максвелла – Мора:  

(1) 

 

где  — продольное усилие в k-м стержне фермы, возникающее под действием основной 

нагрузки;    — усилие в том же  стержне, вызванное действием единичной (безразмерной) 

силы, приложенной в точке, где определяется перемещение, в направлении искомого 

перемещения;     — соответственно длина, модуль упругости материала и площадь 

поперечного сечения k-го стержня. 

В большинстве задач решение будет иметь следующий общий вид: 

 

(2) 

 

Формулы Максвелла—Мора для определения прогибов конструкции 

, ,k i k k

k k k

s S l

E F
 

k
S

k
s

, ,
k k k
l E F

 3 3 3
1 2 3

2
.

P C a C c C h

h EF


 



7 

Нижняя оценка первой собственной частоты колебаний вычисляется по формуле Донкерлея, 

которая имеет следующий вид: 

(3) 

 

где     — обозначает парциальные частоты, определяемые для каждой сосредоточенной массы 

индивидуально, исходя из условий её колебаний в составе конструкции, а   — соответствует числу 

степеней свободы системы масс, расположенных в узлах фермы, при допущении, что все грузы 

совершают вертикальные колебания, без учёта горизонтальных перемещений 

(4) 

 

Из формулы Донкерлея при                                 следует:    

Отсюда получается выражение для частоты по Донкерлею: 

 

(5) 

Метод Донкерлея в расчёте собственных частот колебаний ферм 
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Максимальная кинетическая энергия имеет следующий вид: 

(6) 

 

где                                            — представляет собой амплитуду перемещения массы с номером i, 

вызванную действием равномерно распределённой нагрузки, нормированную по величине 

приложенной силы P. 

Потенциальная энергия, накопленная в результате деформации стержней фермы под действием 

равномерно распределённой нагрузки, выражается следующим образом: 

(7) 

 

На основании выражений (6) и (7) может быть выведена формула Рэлея, позволяющая 

получить верхнюю оценку первой собственной частоты колебаний ферменной конструкции: 

(8) 

 

Энергетический метод. Оценка сверху 
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Упрощенный метод Донкерлея для определения собственной 
частоты колебаний фермы 
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Упрощенный метод Донкерлея для определения собственной 
частоты колебаний фермы 
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Программа Maple для расчета усилий, прогиба и первой частоты фермы 

Рис. 8. Структура программы 

Разработанный алгоритм позволяет 

выполнять расчёт усилий в стержнях 

ферменной конструкции, определять 

соответствующие прогибы и вычислять 

первую собственную частоту колебаний 

фермы. 

Функциональная структура 

программы условно разделена на семь 

основных логических блоков, каждый из 

которых отвечает за отдельный этап 

вычислений — от ввода исходных 

параметров до анализа полученных 

результатов. 
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Синим цветом выделены стержни, 

находящиеся в состоянии сжатия 

(отрицательные усилия); красным цветом 

обозначены растянутые стержни 

(положительные усилия). Толщина отрезков 

графически отображает величину усилий в 

каждом элементе и пропорциональна 

абсолютным значениям усилий в стержнях. 

Такой подход позволяет наглядно оценить 

характер распределения усилий в элементах 

фермы и выявить наиболее нагруженные и 

ненапряжённые стержни при заданной схеме 

нагрузки. 

Определение усилий в стержнях фермы на основе уравнений равновесия 

Рис. 9. Распределение усилий, нагрузка по всем узлам поясов, n=2 

Рис. 10. Распределение усилий в стержнях фермы, n=2, a=3м, h=1м 
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Рассматривается ферма на рисунке 1. 

Полученная формула демонстрирует зависимость 

прогиба от числа панелей n и размеров 

конструкции:  

(10) 

 

 

 

 

При нагружении нижнего пояса плоской рамы 

определяются соответствующие коэффициенты: 

 

           (11) 

 

Расчет прогиба с помощью формулы Максвелла – Мора 
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Рис. 11. Зависимость прогиба фермы от количества панелей n  

Рис. 1. Статически определимая симметричная ферма, n=3 
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Для рассматриваемой фермы формула 

для оценки первой частоты колебаний по 

методу Донкерлея может быть представлена 

следующим образом: 

(12) 

 

где 

 

 

 

 

По предложенному методу имеет 

следующий вид: 

Анализ первой собственной частоты плоских ферменных систем 
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Рис 2. Нумерация стержней и узлов, n=2 
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 Общая тенденция снижения частоты с 

увеличением количества панелей; 

 Предлагаемые методы подходят для 

ферм с большим количеством панелей;  

 Полученные зависимости позволяют 

прогнозировать поведение фермы при 

изменении её конфигурации, а также 

определять критические значения 

частоты для предотвращения 

резонансных явлений. 

Анализ первой собственной частоты плоских ферменных систем 

Рис. 13. Зависимость первой частоты от количества панелей фермы 
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Относительные погрешности:  

                                и 
 Упрощённая версия метода демонстрирует 

более точные результаты и меньшую 

погрешность при увеличении количества 

панелей; 

 Для n>4, погрешность упрощённого метода 

не превышает 10%; 

 В диапазоне небольшого числа панелей (n<4) 

предложенный метод также показывает 

меньшую погрешность по сравнению с 

классическим методом Донкерлея; 

 При расчётах ферм с малым числом панелей 

использование метода Донкерлея 

нецелесообразно из-за высокой погрешности.  

Анализ первой собственной частоты плоских ферменных систем 

1 1
( ) /D D     * 1 1*

( ) /    

Рис. 14. Относительные погрешности методов, высота h в метрах 
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Сравнение аналитического и 

численного (МКЭ) методов показало 

совпадение общей тенденции изменения 

первой собственной частоты при изменении 

параметров. Результаты количественно 

согласуются, однако МКЭ даёт несколько 

более высокие значения из-за более полного 

учёта жёсткости и массы. Различие 

уменьшается при увеличении размеров 

конструкции. 

Анализ первой собственной частоты плоских ферменных систем 

Рис. 15. Сравнение аналитического решения (I) и результатов 

моделирования методом конечных элементов в SolidWorks (II) 
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Формула для определения верхней оценки первой 

частоты фермы методом Рэлея: 

 

(14) 

 

Первая собственная частота пространственной фермы с 
произвольным числом панелей 

Рис. 4.  Конструкция покрытия, n=6  
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Первая собственная частота пространственной фермы с 
произвольным числом панелей 

 

Формула для определения первой 

собственной частоты, полученная 

предложенным методом, имеет следующий 

вид: 
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Первая собственная частота пространственной фермы с 
произвольным числом панелей 
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Сравнительный анализ собственных частот колебаний 
плоской фермы и балки 

Рис.19. Сопоставление собственных частот колебаний плоской фермы и балки 

Рис. 1. Статически определимая симметричная ферма 
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Рассмотрим ферму на рисунке 1 

Количество собственных частот: 4n+10 

Зависимость спектра собственных частот от геометрических 
параметров статически определимой плоской фермы 

Рис. 20 Спектры регулярных ферм, a=2м,h=1м  Рис. 21 Спектры регулярных ферм, a=2м,h=3м  

Рис. 1. Статически определимая симметричная ферма, n=3 
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 На рисунках 20 и 21 представлены спектры 

собственных частот ферм с различным 

числом панелей, а также выделены 

спектральные интервалы, свободные от 

собственных частот. 

 Указанные интервалы характеризуют 

диапазоны частот, в которых отсутствуют 

резонансные совпадения, что имеет 

значение при оценке работы конструкции 

под внешними воздействиями. 

 С увеличением высоты фермы h ширина 

спектральных интервалов между уровнями 

A–B и B–C последовательно уменьшается. 

Зависимость спектра собственных частот от геометрических 
параметров статически определимой плоской фермы 
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Рис. 23. Cтатически определимая плоская симметричная ферма, n=5 

Рис. 24. Спектры регулярных ферм, a=3м,h=1м  

Зависимость спектра собственных частот от геометрических 
параметров статически определимой плоской фермы 
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Закономерности изменения собственных частот 
пространственных ферм 

Рассматривается ферма в виде замкнутого 

прямоугольника на рисунке 4. 

 Чётко выделяются четыре горизонтальные 

линии, обозначенные как A, B, C и D. Они 

называются спектральными константами; 

 Основная масса частот сгруппирована в 

пределах трёх зон; 

 Самая высокая спектральная константа A 

проявляется одинаково для всех значений 

n, что указывает на их инвариантность 

относительно числа панелей;  

 С увеличением n количество собственных 

частот возрастает, но структура спектра 

остаётся качественно неизменной. 

Рис. 26. Спектры регулярных пространственных ферм, a=5м,h=1м 
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Зависимость зоны резонансной безопасности от 
размеров пространственных ферм 

 

 Наибольшая ширина спектральных 

интервалов наблюдается при a≥6,5м, 

где соответствующие частотные 

диапазоны выходят на постоянный 

уровень. 

 Увеличение параметра a приводит к 

расширению спектрального интервала 

до некоторого предельного значения, 

после чего его ширина практически не 

изменяется. Рис. 27. Зависимость ширины спектрального интервала от 

параметра a 

Закономерности изменения собственных частот 
пространственных ферм 
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Пирамидальная пространственная ферма, 

изображённая на рисунке 3 

Рис. 29. Спектры пирамидальных пространственных ферм, a=8м,h=5м  Рис. 28. Спектры пирамидальных пространственных ферм, a=5м,h=5м  

Закономерности изменения собственных частот 
пространственных ферм 
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В работе разработан аналитический подход к исследованию регулярных 
плоских и пространственных ферм с произвольным числом панелей. Получены 
приближённые аналитические оценки первой собственной частоты для 
конструкций переменной размерности в рамках принятой модели. 
1. Разработан аналитический подход к оценке первой собственной частоты 

регулярных ферм и подтверждена его точность сравнением с методами 
Донкерлея и Рэлея. 

2. Выявлены спектральные константы и частотные области, свободные от 
собственных значений. 

3. Установлено влияние геометрии, увеличение высоты сужает частотные 
интервалы, влияние длины панели менее существенно. 

4. Показано сохранение структуры спектра при увеличении числа панелей, что 
важно для анализа крупнопролётных конструкций. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
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 Полученные результаты справедливы в рамках принятой модели, 
учитывающей регулярные статически определимые фермы с 
сосредоточенными массами, линейно-упругое поведение и без учёта 
демпфирования, что определяет область их применимости. 

 Разработанный аналитический подход расширяет возможности 
исследования ферменных систем, снижает зависимость от численных 
расчётов и может использоваться для оценки колебательных 
характеристик, анализа спектра собственных частот, выбора 
рациональных параметров и разработки инженерных решений при 
проектировании конструкций. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
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