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Àííîòàöèÿ. Ñðåäñòâàìè ïàêåòà Maple íà îñíîâå ðåëÿòèâèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ïðî-
öåññîâ ñïîíòàííîãî íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè ïîñòðîåíà è èññëåäîâàíà ÷èñëåííàÿ ìîäåëü ïðîöåññà
ïðîöåññà áàðèîãåíåçèñà â êîñìîëîãè÷åñêîé ïëàçìå.

The research of the relativistic kinetic model of spontaneous symmetry breaking in the
cosmological plasma by tools package Maple

Alsmadi K.
Abstract. By means of Maple packet on the basis of relativistic kinetic model of spontaneous
symmetry breakdown processes the numerical model of baryogenesis process in cosmological plasma
is constructed and researched.

Â ñåðåäèíå 80-õ - íà÷àëå 90-õ ãîäîâ Þ.Ã.Èãíàòüåâûì áûëà ñôîðìóëèðîâàíà êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü
îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè è áûëè ïîëó÷åíû íåêîòîðûå îöåíêè, âûòåêàþùèå èç
ïðåäëîæåííîé ìîäåëè [1]-[3]. Â ÷àñòíîñòè, íà îñíîâå ñäåëàííûõ îöåíîê áûëî âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå,
÷òî ó÷åò êèíåòèêè ïðîöåññà áàðèîãåíåçèñà ïîçâîëèò ñíèçèòü íèæíþþ îöåíêó ìàññû ñâåðìàññèâíûõ
áîçîíîâ äî âåëè÷èíû ïîðÿäêà 5 · 1014Ãýâ. Îäíàêî äåòàëüíûé àíàëèç ýòîé ìîäåëè â ýòèõ ðàáîòàõ
ïðîèçâåäåí íå áûë è â ñèëó âíåøíèõ îáñòîÿòåëüñòâ èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè íå áûëè çàâåðøåíû.
Â ðàáîòàõ [5], [6] èäåè Þ.Ã.Èãíàòüåâà áûëè ðàçâèòû è áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
áàðèîãåíåçèñà â ãîðÿ÷åé âñåëåííîé. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòà ìîäåëü ñâîäèòñÿ â êîíå÷íîì èòîãå
ê ðåøåíèþ îáûêíîâåííûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îäíàêî, ïîëó÷åííîå
ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïÿòèêðàòíûå ïëîõî ñõîäÿùèåñÿ èíòåãðàëû, ÷òî
÷ðåçâû÷àéíî óñëîæíÿåò èññëåäîâàíèå ìîäåëè áàðèîãåíåçèñà. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ
ïðîâåäåíèå áîëåå äåòàëüíîãî àíàëèçà êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè áàðèîãåíåçèñà è ïîñòðîåíèå åãî
ìàòåìàòè÷åñêîé è ÷èñëåííîé êîìïüþòåðíîé ìîäåëè ñðåäñòâàìè êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè.

Óäåëüíàÿ ýíòðîïèÿ áàðèîíîâ
Â [6] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ X-áîçîíîâ â ëèíåéíîì ïî íàðóøåíèþ ñèììåòðèè
ïðèáëèæåíèè ðàâíà:

fX(P, t) = f0
X(0;P, 0) + δf0(P, t) + δf(λ), (1)

ãäå δf(λ) - ëèíåéíûé è ÷åòíûé ïî λ ôóíêöèîíàë, íå âíîñÿùèé âêëàä â îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò; à δf -
îòêëîíåíèå îò ðàâíîâåñèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

δf0(P, t) = −e−Φ(P,t)
tZ

0

eΦ(P,t′)ḟ0(0;P, t′)dt′ (2)

- îòêëîíåíèå îò ðàâíîâåñèÿ áîçîííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â ñèììåòðè÷íîé ïëàçìå λ = 0, è ââåäåíî
îáîçíà÷åíèå:

Φ(P, t) =
1

τ0

tZ

0

a(t′)β0(P, t′)dt′p
a2(t′) + P2/m2

X

; (3)

τ0 - ñîáñòâåííîå âðåìÿ ðàñïàäà ñâîáîäíîãî X-áîçîíà: τ0 = 4πmX
s2 ∼ 3

2
(mXα)−1.

Ïîñêîëüêó ôåðìèîíû íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè ËÒÐ è ÿâëÿþòñÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèìè, â óñëîâèÿõ ñëàáîãî
íàðóøåíèÿ CP - èíâàðèàíòíîñòè, êîãäà λa ¿ 1 ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå ñîîòíîøåíèå:

N ≈ 3

2

T 3ζ(3)

π2
+ λ

T 3

6
⇒ ∆Na ≈ λa

T 3

3
. (4)

Â ñòàíäàðòíîé SU(5) ìîäåëè âåðîÿòíîñòè ðàñïàäà X-áîçîíà â ëåïòîííîì, (qe), è êâàðêîâîì, (q̄q̄), êàíàëàõ
îäèíàêîâû1, ò.å., 1− 2r = O1(∆r). Ñ ó÷åòîì ýòîãî ôàêòîðà â ñòàíäàðòíîé SU(5) ìîäåëè ìîæíî ïîëó÷èòü

1ñ ó÷åòîì öâåòîâ è àðîìàòîâ
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îäíî çàìêíóòîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà íà âåëè÷èíó B = u + 2d, ò.å., íà èçáûòî÷íóþ êîíöåíòðàöèþ
áàðèîíîâ ∆NB = 1

3
NBT 3, èíòåãðèðóÿ êîòîðîå ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé, íàéäåì:

∆NB(∞) =
4∆rNX

3π2

∞Z

0

exp

0
@−

∞Z

t

Ψ(t′)dt′

1
AG(t)dt, (5)

ãäå

Ψ(t) =
2NX

π2T 3

∞Z

0

P2Φ̇f0β0dP, (6)

G(t) =
1

π2

∞Z

0

P2Φ̇δf0dP. (7)

Îñòàåòñÿ òåïåðü âû÷èñëèòü âåëè÷èíó δS = δnB/S; òåì ñàìûì çàäà÷à ôîðìàëüíî ðåøåíà è óäåëüíàÿ
ýíòðîïèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â êâàäðàòóðàõ:

δS =
∆NB

S . (8)

Èññëåäîâàíèå ðåøåíèÿ
Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî, âî-ïåðâûõ, X-áîçîíû ðàñïàäàþòñÿ, â îñíîâíîì, íà ïðîìåæóòî÷íûõ
ñòàäèÿõ ðàñøèðåíèÿ, êîãäà T ∼ mX , è, âî-âòîðûõ, ÷òî äîëÿ X-áîçîíîâ äîñòàòî÷íî ìàëà, ïî ñðàâíåíèþ ñ
îáùèì ÷èñëîì ÷àñòèö: NX ¿ N , òàê ÷òî ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè êîñìîëîãè÷åñêóþ ïëàçìó íà
ñòàäèè ðàñïàäà X-áîçîíîâ ìîæíî ñ÷èòàòü óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé. Ýòî äàåò íàì çàêîíû èçìåíåíèÿ
ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà è òåìïåðàòóðû ñî âðåìåíåì:

a(t) = a0

√
t; T = T0

1√
t
, (9)

ãäå T0 åñòü òåìïåðàòóðà ïëàçìû â ïëàíêîâñêèõ åäèíèöàõ íà ïëàíêîâñêèé æå ìîìåíò âðåìåíè. Èññëåäóåì
ëèíåéíîå ðåøåíèå, äëÿ ÷åãî ïåðåéäåì îò ïåðåìåííûõ t, p ê íîâûì ïåðåìåííûì η, ξ: t = τ0η,
p = 1√

η
mXξ; ⇒ P = mXξ

√
τ0. ãäå τ0 - ñîáñòâåííîå âðåìÿ ðàñïàäà ñâîáîäíîãî X-áîçîíà, òàêèì îáðàçîì

çíà÷åíèþ áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè η = 1 ñîîòâåòñòâóåò âðåìÿ t = τ0. Ââåäåì äàëåå áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð
σ [3], çàâèñÿùèé îò êîíñòàíò ïîëåâîé òåîðèè2:

σ =
mX

T (τ0)
=

mX
√

τ0

T0
=

χ
√

mX√
αT0

, (10)

ðàâíûé îòíîøåíèþ ìàññû X-áîçîíà ê òåìïåðàòóðå íà ìîìåíò åãî ïîëóðàñïàäà, ãäå χ - áåçðàçìåðíûé
ïàðàìåòð ïîðÿäêà 1, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðîâ ïîëåâîé òåîðèè, α - êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ (îò 0.1 äî
0.01).
Êàê ïîêàçàëè ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ, êîíå÷íûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé âåñüìà ñëàáî ÷óâñòâèòåëüíû
ê ó÷åòó ñòàòèñòè÷åñêèõ ôàêòîðîâ ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèè Φ(η, ξ), òîãäà êàê â òîæå âðåìÿ îíè âåñüìà
÷óâñòâèòåëüíû ê ó÷åòó ñòàòèñòè÷åñêèõ ôàêòîðîâ íà äðóãèõ ýòàïàõ âû÷èñëåíèé. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì
ôóíêöèþ Φ(η, ξ ìû áóäåì âû÷èñëÿòü â áîëüöìàíîâñêîì ïðèáëèæåíèè, â òî âðåìÿ êàê íà äðóãèõ ýòàïàõ
âû÷èñëåíèé áóäåì óäåðæèâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå ôàêòîðû. Òîãäà â áîëüöìàíîâñêîì ïðèáëèæåíèè β0 ≈ 1/2,
è ìû ïîëó÷èì äëÿ ôóíêöèè Φ:

Φ̇(P, t) =
1

2τ0

√
ηp

η + ξ2
, Φ(ξ, η) =

1

2

 
√

η
p

η + ξ2 − ξ2 ln

√
η +

p
η + ξ2

ξ

!
, (11)

Ïîäñòàâëÿÿ çàòåì ôóíêöèþ Φ(ξ, η) â âûðàæåíèå (2) äëÿ îòêëîíåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ X-áîçîíîâ îò
ðàâíîâåñèÿ è ïåðåõîäÿ ê íîâûì ïåðåìåííûì ïîëó÷èì:

δf0(ξ, η, σ) =
1

2
σ exp(−Φ(ξ, η))

ηZ

0

exp(Φ(ξ, η′) + σ
p

η′ + ξ2)dη′

[1 + exp(σ
p

η′ + ξ2)]2
p

η′ + ξ2
. (12)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ êîíå÷íîé êîíöåíòðàöèè áàðèîíîâ (5), à òàêæå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè
ýíòðîïèè (8), ïîëó÷èì èñêîìîå âûðàæåíèå äëÿ êîíå÷íîé ïëîòíîñòè óäåëüíîé ýíòðîïèè, ïðèõîäÿùåéñÿ íà
îäèí áàðèîí:

δS =
Nb(∞)

S
=

30∆rNX

π4T 3N

∞Z

0

exp

0
@−

∞Z

t

Ψ(t′)dt′

1
AG(t)dt, (13)

2Ââåäåííûé â [3] ïàðàìåòð σ ðàâåí êâàäðàòó σ, èñïîëüçóåìîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå.
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ãäå ôóíêöèè Ψ(t), G(t) è δf(P, t) îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè (6), (7) è (2), ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðåéäåì îò
âðåìåííîé ïåðåìåííîé t è èìïóëüñíîé P ê áåçðàçìåðíûì âðåìåííîé ïåðåìåííîé η è èìïóëüñíîé
ïåðåìåííîé ξ è âûáåðåì íîðìèðîâêó ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà íà óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé â öåëîì ñòàäèè
ðàñøèðåíèÿ (9).Òîãäà ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ óäåëüíîé ýíòðîïèè:

δS =
15∆rNX

2π6N σ3

∞Z

0

dηe−Θ(η)√η

∞Z

0

ξ2dξp
η + ξ2

δf(η, ξ), (14)

ãäå Θ(η) =
∞R
t

Ψ(t)dt. Òàê êàê Φ̇ ≥ 0, òî è Ψ(t) > 0, òàêèì îáðàçîì, Θ(η) - íåîòðèöàòåëüíàÿ ìîíîòîííî

óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ: dΘ
dη
≤ 0. Ïðè ýòîì:

δf(η, ξ) = e−Φ(η,ξ)

ηZ

0

dη′eΦ(η′,ξ) ∂

∂η′
1

eσ
√

η′+ξ2 − 1
. (15)

Ïåðåõîäÿ ê íîâûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì ïðè áîëüöìàíîâñêîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè Φ(x) âûðàæåíèå
äëÿ ôóíêöèè Ψ(η), â êîòîðîì óæå ó÷òåí ñòàòèñòè÷åñêèé ôàêòîð:

Ψ(η) =

√
ηNXσ3

2π2τ0

∞Z

0

1

eσ
√

η+ξ2 − 1

ξ2dξp
η + ξ2

(16)

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå x è z: ξ =
√

η sh(x), z = σ
√

η. Òîãäà ïîëó÷èì:

Ψ(η) =
NX

π2τ0
z3

∞Z

0

sh2 tdt

ez ch t − 1
.

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë
R

Ψdt è ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè, íàéäåì:

Θ(η) =
π3NX

120σ2
Ξ(
√

ησ), (17)

ãäå ââåäåíà ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ Ξ(x):

Ξ(x) = 1− 80

π5
x3

∞Z

0

th2xD(x ch z)dz, (18)

èçìåíÿþùàÿñÿ íà èíòåðâàëå 0 ≥ Ξ(x) ≤ 1. è ôóíêöèÿ D(x):3

D(x) =
3

x3

xZ

0

t3

et − 1
dt,

èìåþùàÿ ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè:

D(x) ≈

8
>><
>>:

3
∞P
0

Bn
(n+3)n!

xn, x . 1;

π4

5x3 − 3
�
1 + 3

x
+ 6

x2

�
e−x, x À 1,

(19)

ãäå Bn - ÷èñëà Áåðíóëëè. Ãðàôèê ôóíêöèè D(X) ïîêàçàí íà Ðèñ. 1.

3Ôóíêöèÿ D(x) ñâÿçàíà ñ ôóíêöèÿìè Äåáàÿ (ñì., íàïðèìåð, [8]).
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Ðèñ.1. Ãðàôèê ôóíêöèè D(x), ïîñòðîåííûé ñ
ïîìîùüþ ïàêåòà Maple íà àïïðîêñèìàöèÿõ âèäà
(19).

0
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1

Xi(x)
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x

Ðèñ.2. Ãðàôèê ôóíêöèè Ξ(x). Òî÷êàìè îáîçíà-
÷åí ãðàôèê ýêñòðàïîëèðóþùåé ôóíêöèè F (x)
(20).

Äëÿ âû÷èñëåíèé ñ ôóíêöèÿìè D(x) è Ξ(x) áûëà ñîçäàíà ñïåöèàëüíàÿ áèáëèîòåêà â ïàêåòå ñèìâîëüíîé
ìàòåìàòèêè Maple, â êîòîðîé îïðåäåëåíû ïðîöåäóðû áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ èõ
ðàçëè÷íûõ àïïðîêñèìàöèé. Ãðàôèê ôóíêöèè Ξ(x) ïîêàçàí íà Ðèñ.2. Íà îòðåçêå [0, 10] ôóíêöèÿ Ξ(x)
õîðîøî ýêñòðàïîëèðóåòñÿ ôóíêöèåé

F (x) =
e−αx2

1 + βx2
(20)

ñ ïàðàìåòðàìè α = 0, 05, β = 0, 09.

Îòêëîíåíèå îò ðàâíîâåñèÿ, δf(η, ξ)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âû÷èñëåíèþ ôóíêöèè δf(η, ξ). Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ôóíêöèÿ Φ(η, ξ) ÿâëÿåòñÿ
ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèåé, òàê êàê Φ′η < 1/2, ïðè÷åì: lim

η→0
eΦ(η,ξ) = 1, è â øèðîêèõ ïðåäåëàõ

èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ η, ξ exp(Φ(η, ξ)) ≈ 1. Âðåìåííàÿ æå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíîâåñíîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ áåñêîíå÷íî ðàñòåò â îáëàñòè σ

p
η + ξ2 → 0; ïðè áîëüøèõ æå çíà÷åíèÿõ ýòîãî àðãóìåíòà ýòà

ïðîèçâîäíàÿ ìàëà. Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíûé âêëàä â îòêëîíåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îò ðàâíîâåñèÿ
äàþò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ η, ξ â îáëàñòè

p
η + ξ2 . σ−1, â êîòîðîé exp(Φ) ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèìåðíî

ïîñòîÿííîé. Òàêèì îáðàçîì, ïðîâîäÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â (15), íàéäåì ïðèáëèæåííî:

δf(η, ξ) ' 1

eσξ − 1
− e−Φ(η,ξ)

eσ
√

η+ξ2 − 1
. (21)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíêöèþ âî âíóòðåííèé èíòåãðàë (14) è ââîäÿ ôóíêöèþ:

Df(η, σ) = σ2

∞Z

0

ξ2dξp
η + ξ2

"
1

eσξ − 1
− e−Φ(η,ξ)

eσ
√

η+ξ2 − 1

#
, (22)

ïîëó÷èì:

δS =
15∆rNX

2π6N σ

∞Z

0

dηe−Θ(η)√ηDf(η, σ). (23)

Ïåðåõîäÿ ê ÷èñëåííîìó èíòåãðèðîâàíèþ â (23), çàìåòèì, ÷òî íåóäîáíûå äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
èíòåãðàëû êàê ðàç ñîäåðæàòñÿ â ôóíêöèè Df(η, σ), - ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
íàòàëêèâàåòñÿ íà ïðîáëåìó ðàñõîäèìîñòè. Ïîýòîìó ïåðâîíà÷àëüíî èíòåãðàë (22) íåîáõîäèìî
ïðåîáðàçîâàòü ê óäîáíîìó äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ âèäó. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì èíòåãðàë (22) â
ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:

Df(η, σ) =
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= σ2

2
4
∞Z

0

ξ2dξp
η + ξ2

 
1

eσξ − 1
− 1

eσ
√

η+ξ2 − 1

!
+

∞Z

0

ξ2dξp
η + ξ2

1− e−Φ(η,ξ)

eσ
√

η+ξ2 − 1

3
5 .

Âû÷èñëÿÿ ïåðâóþ ÷àñòü èíòåãðàëà ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâîê ξ =
√

ηx, ξ =
√

x2 − 1, íàéäåì:
∞Z

0

ξ2dξp
η + ξ2

 
1

eσξ − 1
− 1

eσ
√

η+ξ2 − 1

!
=

= η

2
4

1Z

0

x2dx√
1 + x2

1

eσ
√

ηx − 1
+

∞Z

1

dxp
η + x2

1

eσ
√

ηx − 1

3
5.

Àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçóåì òåïåðü ÷àñòü B èíòåãðàëà. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòîò èíòåãðàë âûðàæåíèå äëÿ Φ(η, ξ) è
ïðîèçâîäÿ ïîäñòàíîâêó ξ =

√
ηx, è ðàçëàãàÿ ýêñïîíåíòó â ðÿä Òåéëîðà ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ η, ïîëó÷èì

ïðèáëèæåííî:

B ≈ 1

2
η2

∞Z

0

x2dx√
1 + x2

√
1 + x2 − x2 ln

1+
√

1+x2

x

eσ
√

η
√

1+x2 − 1
.

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ýòèõ âûðàæåíèé óæå íå âñòðå÷àåò çàòðóäíåíèé. Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ âûøå
çàìå÷àíèé â ïàêåòå Maple áûëà ñîçäàíà áèáëèîòåêà ñïåöèàëüíûõ ïðîöåäóð óñêîðåííîãî âû÷èñëåíèÿ
ôóíêöèè Df(η, σ) ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ.
Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê èçëîæåíèþ ðåçóëüòàòîâ, ïðîèçâåäåì óäîáíóþ íîðìèðîâêó ôóíêöèè δS . Êàê
îòìå÷àëîñü â [5], ðàíåå áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà óäåëüíîé ýíòðîïèè íà îäèí áàðèîí:

δ0
S =

45ζ(3)

4π4

NX

N
∆r. (24)

Ïîýòîìó áóäåì ñîîòíîñèòü íàøè ðåçóëüòàòû ê ýòîé îöåíêå, ââîäÿ îòíîñèòåëüíóþ âåëè÷èíó:

∆S =
δS

δ0
S

(25)

- ïðèâåäåííóþ óäåëüíóþ ýíòðîïèþ. Ïðîâîäÿ ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå â âûðàæåíèè (23) ñ ïîìîùüþ
óêàçàííûõ ïðîöåäóð â ïàêåòå Maple, ïîëó÷èì ñåìåéñòâî ãðàôèêîâ ôóíêöèè ∆S(σ). Íà Ðèñ. 3 ïîêàçàíû
ðàññ÷èòàííûå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ∆S(σ) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ NX - ÷èñëà òèïîâ X− áîçîíîâ,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèé.

–10

–8
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–4

–2

0
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4
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Ðèñ.3. Ïðèâåäåííàÿ óäåëüíàÿ ýíòðîïèÿ íà
îäèí áàðèîí, lg ∆S(σ, NX), â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà
X-áîçîíîâ, NX . Ïî îñè àáöèññ îòëîæåíû çíà÷åíèÿ
lg σ. Â ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà ñíèçó ââåðõ: NX = 1;
NX = 3; NX = 10; NX = 53.
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Ðèñ.4. Çàâèñèìîñòü ïðèâåäåííîé óäåëüíîé ýí-
òðîïèè íà îäèí áàðèîí îò ÷èñëà òèïîâ X - áîçî-
íîâ. Ñíèçó ââåðõ: σ = 0, 1; σ = 0, 4; σ = 0, 7; σ = 1;
σ = 3; σ = 10. Ïî îñè àáöèññ îòëîæåíû çíà÷åíèÿ
lg NX , ïî îñè îðäèíàò - lg ∆S .
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Áèáëèîòåêà ïðîöåäóð âû÷èñëåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé
Ïàêåò ñèìâîëüíîé ìàòåìàòèêè Maple õîðîøî âû÷èñëÿåò èíòåãðàëû, â òîì ÷èñëå, è îïðåäåëåííûå. Îäíàêî,
ïðè óñëîâèÿõ ïëîõîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ, íàëè÷èÿ â ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèÿõ ðàçëè÷íûõ
îñîáåííîñòåé, íåïðèÿòíûõ äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ïðîöåññ èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæåò ñóùåñòâåííî
çàòÿíóòüñÿ, ïðèâåñòè ê çàâèñàíèþ ïðîãðàììû è äàæå ê îøèáêàì â ñëó÷àå ïîÿâëåíèÿ â ïîäûíòåãðàëüíîì
âûðàæåíèè ñëèøêîì áîëüøèõ èëè ñëèøêîì ìàëûõ ÷èñåë. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðîãðàììà Maple îòêàçûâàåòñÿ
ïðîâîäèòü èíòåãðèðîâàíèå, åñëè, íàïðèìåð, ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ðàñõîäèòñÿ âíóòðè èëè íà
ãðàíèöàõ ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ, õîòÿ îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ïî âñåì ïðèçíàêàì ñõîäèòñÿ. Èìåííî
ñ òàêèìè òèïàìè èíòåãðàëîâ ìû è ñòîëêíóëèñü ïðè âû÷èñëåíèÿõ êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ òåîðèè. Â ýòèõ
ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî êîìáèíèðîâàòü àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìåòîäû è òàì, ãäå ýòî íåîáõîäèìî,
çàìåíÿòü ôóíêöèè íåêîòîðûìè àïïðîêñèìàöèÿìè.
Ñîçäàäèì ñíà÷àëà íåîáõîäèìóþ â äàëüíåéøåì êîíòðîëèðóåìóþ ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííîãî
èíòåãðàëà ïî ôîðìóëå òðàïåöèé:

> YuFunctions[Integral]:=proc(a,b,N,n,x,f)
> local x0,i,F: x0:=a+(b-a)/N*(i-1/2):
> F:=evalf(subs(x=x0,f),n):evalf((b-a)/N*sum(F,i=1..N),n):end:

ãäå ââåäåíû ïàðàìåòðû: a - íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ, b - âåðõíèé, N - êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ
ðàçáèåíèÿ, n - óäåðæèâàåìîå ÷èñëî çíà÷àùèõ öèôð, x - ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, f - ïîäûíòåãðàëüíàÿ
ôóíêöèÿ ýòîé ïåðåìåííîé.

Ïåðâûì äåëîì ñîçäàäèì ïðèåìëåìóþ ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ ââåäåííîé íàìè ôóíêöèè D(x):
> D(x)=3/x^3*Int(t^3/(e^t-1),t=0..x);

Ðàññìîòðèì àñèìïòîòèêè ýòîé ôóíêöèè; äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå,
èñïîëüçóÿ èçâåñòíóþ èç òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé ôîðìóëó (ñì., íàïðèìåð, [9]):

> t/(exp(t)-1) = sum(bernoulli(n)*t^n/n!,n = 0 .. infinity):
ãäå bernoulli(n) = Bn - ÷èñëà Áåðíóëëè. Èíòåãðèðóÿ äàëåå ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷èì:

> D(x) = 3*sum(x^n*bernoulli(n)/((n+3)*n!),n=0..infinity);
Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà, x À 1, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü äðóãîå ðàçëîæåíèå, ïðåäñòàâëÿÿ
èíòåãðàë â âèäå:

> D(x) = 3/(x^3)*Int(t^3/(exp(t)-1),t = 0
> .. infinity)-
> 3/(x^3)*Int(t^3/(exp(t)-1),t = x .. infinity):

Ïîýòîìó ââåäåì ýòó ôóíêöèþ êàê êóñî÷íî-çàäàííóþ ñ ïîìîùüþ êîìàíäû Maple piecewise(xx,f1(x),f2(x)),
ãäå xx- íåêîòîðîå àëãåáðàè÷åñêîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì f=f1, âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ f=f2:

> YuFunctions[Db]:=proc(x) local n:
> evalf(piecewise(x<3,3*sum(x^n*bernoulli(n)/((n+3)*n!),n=0..12),
> Pi^4/(5*x^3)
> -3/x^3*YuFunctions[Integral](x,40+x,400,6,t,t^3/(exp(t)-1))),6):
> end:

Ïðîâåðèì, êàê ïðîâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ââåäåííîé ïðîöåäóðû:
> YuFunctions[Db](2);YuFunctions[Db](3);YuFunctions[Db](20);

0.00243521

Ïðÿìûå æå âû÷èñëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé Maple-êîìàíäû ïðîâîäÿòñÿ íà ïîðÿäîê
äîëüøå è äàþò íåïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò - èíòåãðàë îêàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé âåëè÷èíîé. Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî ïîÿâëåíèå ìíèìîé ÷àñòè ïðè âû÷èñëåíèÿõ çàâåäîìî âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé îò çàâåäîìî
âåùåñòâåííûõ àðãóìåíòîâ - äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåííàÿ ïðîáëåìà â ñèìâîëüíîé ìàòåìàòèêå,
ïî-âèäèìîìó, ñâÿçàííàÿ ñ ïðîöåäóðîé îïðåäåëåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé íà êîìïëåêñíîé îáëàñòè â
ÿäðàõ ýòèõ ïðîãðàìì, ñêðûòûõ îò ïîëüçîâàòåëåé. Ïðîáëåìû ïîäîáíîãî ðîäà è âûíóæäàþò èññëåäîâàòåëåé
ñîçäàâàòü ñâîè ïîëüçîâàòåëüñêèå áèáëèîòåêè, ïåðåîïðåäåëÿÿ ñòàíäàðòíûå ïðîöåäóðû ïàêåòîâ ñèìâîëüíîé
ìàòåìàòèêè, óäîáñòâî êîòîðûõ íåîñïîðèìî äëÿ ïîëüçîâàòåëåé â äðóãèõ îáëàñòÿõ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî
ïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â ïàêåòå Maple âåðñèè 8.0, íî òî÷íî òàêîé æå ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ è â
âåðñèè 9.5.
Ïåðåéäåì ê ñîçäàíèþ ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè Ξ(z):

> Xi(z) =
> 1-(80*z^3/(Pi^5))*Int(tg(x)^2*`D(z*ch(x))`,x = 0 ..
> infinity):

Ïðè âû÷èñëåíèè ýòîé ôóíêöèè â îáëàñòè áîëüøèõ çíà÷åíèé z ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ
èíòåãðèðîâàòü âûðàæåíèå îò ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè ïî áîëüøîìó ïðîìåæóòêó. Âêëàä
ýòèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà â êîíå÷íûé ðåçóëüòàò ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ ìû
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ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ Ξ(z) òàêæå â âèäå êóñî÷íî-çàäàííîé ôóíêöèè, ïðèðàâíèâàÿ åå çíà÷åíèÿ íóëþ ïðè
Ξ(z) < 0, 001.

> YuFunctions[Xi]:=proc(x):
> evalf(piecewise(x<10,1-80/Pi^5*x^3*
> YuFunctions[Integral](0,20,100,4,t,
> tanh(t)^2*YuFunctions[Db](x*cosh(t))),0),6):end:

Îòêëîíåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ X-áîçîíîâ îò ðàâíîâåñèÿ îïèñûâàåòñÿ èíòåãðàëîì âèäà:
> Df(t,s) = s^2*Int([(1/(exp(s*x)-1)-
> exp(1/2*(sqrt(t)*sqrt(t+x^2)-x^2*ln((sqrt(t)+sqrt(t+x^2))/x)))
> /(exp(s*sqrt(t+x^2))-1))]*x^2/(sqrt(t+x^2)),x = 0 .. infinity):

Ââèäó ãðîìîçäêîñòè âûðàæåíèé ñîçäàäèì ñíà÷àëà ïðîìåæóòî÷íûå ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ âõîäÿùèõ â
èíòåãðàë ôóíêöèé:

> YuFunctions[Phi]:=proc(t,x):1/2*
> (sqrt(t)*sqrt(t+x^2)-
> x^2*ln((sqrt(t)+sqrt(t+x^2))/x)):end:
> YuFunctions[df]:=proc(t,x,s):
> 1/(exp(s*x)-1)-exp(-YuFunctions[Phi](t,x))/
> (exp(s*sqrt(t+x^2))-1):end:

Ââåäåì òåïåðü ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîöåäóðû è ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ
êóñî÷íî-çàäàííîé ôóíêöèè ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ, ïðåäâàðèòåëüíî äëÿ óñòðàíåíèÿ ïðîáëåìû
ñõîäèìîñòè ðàçáèâ ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ è çàìåíÿÿ áåñêîíå÷íîå çíà÷åíèå íà ãðàíèöå
èíòåãðèðîâàíèÿ çíà÷åíèåì x=20, ó÷èòûâàÿ ÷òî â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèÿ âõîäÿò ýêñïîíåíòû è ÷òî
e20 ∼ 109 À 1.

> YuFunctions[J0]:=proc(z) local x:
> evalf(piecewise(z<0.1,1/z*(sqrt(2)-1),
> YuFunctions[Integral](0,1,100,6,
> x,x^2/(sqrt(1+x^2)*(exp(z*x)-1)))),6):end:
> YuFunctions[J2]:=proc(z) local x:
> 1/2*YuFunctions[Integral](0,20,100,6,x,x^2/(sqrt(1+x^2)*
> (exp(z*x)-1))*(sqrt(1+x^2)-x^2*ln((1+sqrt(1+x^2))/(x))))
> :end:

Òàêèì îáðàçîì, îòêëîíåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îò ðàâíîâåñèÿ ìîæíî îïèñàòü ïðîöåäóðîé:
> YuFunctions[Df]:=proc(eta,s) local x:
> s^2*eta*(YuFunctions[J0](sqrt(eta)*s)+
> YuFunctions[J1](sqrt(eta)*s)+
> YuFunctions[J2](s*sqrt(eta))):end:

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòîâ ýêñòðàïîëèðóåì òåïåðü ôóíêöèþ Ξ(z) ôóíêöèåé F(z):
> YuFunctions[Xi1]:=proc(x):
> exp(-0.05*x^2)/(1+0.09*x^2):end:
> YuFunctions[Xi1Exp]:=proc(N,s,t):
> evalf(exp(-Pi^3*N/(120*s^2)*
> YuFunctions[Xi1](s*sqrt(t)))):end:

è ñîçäàäèì òåïåðü ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ óäåëüíîé ýíòðîïèè, ds(s,N) à òàêæå åå ïðèâåäåííîãî
çíà÷åíèÿ, Ds(s, N):

> YuFunctions[ds]:=proc(s,N) local FF, GG:
> FF:=sqrt(t)*exp(-Pi^3*N/(120*s^2)* YuFunctions[Xi1](s*sqrt(t))):
> GG:=FF**YuFunctions[Df](t,s): evalf(15*N/(2*Pi^6)*s*
> YuFunctions[Integral](0,40,200,4,t,GG)):end:
> YuFunctions[Ds]:=proc(s,N):4*Pi^4/(45*Zeta(3))*
> YuFunctions[ds](s,N):e
> nd:

Ñîõðàíèì òåïåðü ñîçäàííûå ïðîöåäóðû â ïîëüçîâàòåëüñêîé áèáëèîòåêå YuFunctions, ñîõðàíÿåìîé â
ôàéëå KinFunc.m:

> save(YuFunctions,`KinFunc.m`);
Îáðàùàÿñü ê ñîçäàííîé áèáëèîòåêå ïðîöåäóð, ìîæíî ñòðîèòü ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïðèâåäåííîé
ýíòðîïèè îò ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà.
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