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Àííîòàöèÿ. Ïðîâåäåíî ñðàâíèòåëüíîå ðàññìîòðåíèå äâóõ êëàññîâ ïðåîáðàçîâàíèé ôóíêöèé
è ñèãíàëîâ ñðåäñòâàìè êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè � Ôóðüå è âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèé. Ïî-
êàçàíî, ÷òî íåñìîòðÿ íà ðàçðàáîòêè íîâåéøèõ ìåòîäîâ Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèé (äèñêðåòíîãî
FFT, îêîííîãî FFT è äð.) ðÿä íåäîñòàòêîâ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé óñòðàíÿåòñÿ ïðèìåíåíè-
åì íîâåéøèõ ìåòîäîâ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèé. Ðàññìîòðåíû ñðåäñòâà äëÿ ïðîâåäåíèÿ òàêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé.

Fourier- and wavelet-transformation in computer mathematics
Vladimir Dyakonov

Abstract. The comparative consideration of two classes of transformations of functions and
signals by means of computer mathematics � Fourier and Wavelet-transformations is carried out.
Is shown, that despite of development of the newest methods of Fourier-transformations (discrete
FFT, window FFT etc.) a number of lacks of such transformations is eliminated by application of
the newest methods of Wavelet-transformations. The means for realization of such transformations
are considered.

Çàðîäèâøèåñÿ â 80-õ ãîäàõ 20-ãî âåêà ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè [1] â íàøè äíè ðàçâèâàþòñÿ íå
òîëüêî êàê ïðîãðàììíûå, íî è êàê àïïàðàòíûå ñðåäñòâà. Îíè ñòàëè îñíîâîé ðàçðàáîòêè ïðîãðàììèðóåìûõ
ìèêðîêàëüêóëÿòîðîâ ñ âñòðîåííûìè ñèñòåìàìè àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé, ìàòåìàòè÷åñêèõ è ãðàôè÷åñêèõ
ñîïðîöåññîðîâ â ïðîöåññîðàõ ìàññîâûõ ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ [2], ïðèåìíèêîâ ñèñòåì ãëîáàëüíîãî ïî-
çèöèîíèðîâàíèÿ, àíàëèçàòîðîâ ñïåêòðà è äð. âàæíûõ ðàçðàáîòîê. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ âàæíåéøèå
ïðèìåíåíèÿ êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè â ðåàëèçàöèè ôóíäàìåíòàëüíûõ Ôóðüå- è âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ôóíêöèþ ÷àñòîòû F (w) îò
âðåìåííîé ôóíêöèè f(t). Îíî ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëîé

F (w) =

∞Z

−∞

f(t)e−iwtdt, (1)

Ñîîòâåòñòâåííî, îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(t) =
1

2π

∞Z

−∞

F (w)eiwtdw. (2)

Ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ïî ôóíêöèè F (w) íàéòè â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ôóíêöèþ f(t). Ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå ëåæàò â îñíîâå ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà àíàëèçà è ñèíòåçà ñèãíàëîâ.

Ôóíêöèè äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé (1) è (2) â àíàëèòè÷åñêîì âèäå åñòü âî âñåõ ÑÊÌ, íàïðèìåð,
Derive, Maple, Mathcad è Mathematica. Ðàáîòà ñ íèìè äîñòàòî÷íî ïîëíî îïèñàíà â [3]. Ïðèìåð ïðèìåíå-
íèÿ ôóíêöèé ïðÿìîãî fourier è îáðàòíîãî invfourier ïðåîáðàçîâàíèé â ñèñòåìå Maple ñ ïîìîùüþ ïàêåòà
ðàñøèðåíèÿ inttrans ïðåäñòàâëåí íèæå:

> with(inttrans);

> f:=exp(-t�2)*sin(t)�2;

> fourier(f,t,w);
> invfourier(%,w,t);
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Â äàííîì ñëó÷àå â ðåçóëüòàòå ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ (ñèãíàë)
âîññòàíîâëåíà. Ââåäÿ ìåæäó íèìè ÷àñòîòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (íàïðèìåð, ôèëüòðàöèþ) ìîæíî îöåíèâàòü
àíàëèòè÷åñêè ñòåïåíü èñêàæåíèé ñèãíàëîâ. Ê ñîæàëåíèþ ýòî âîçìîæíî äàëåêî íå âñåãäà. È ïî ìåðå óñëîæ-
íåíèÿ ôóíêöèè f(t) ñëîæíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ðåçêî íàðàñòàåò. Ïðèõîäèòñÿ ïåðå-
õîäèòü ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèé.

Ñîâðåìåííûå öèôðîâûå ñèñòåìû è ïðèáîðû ïðåäñòàâëÿþò èçìåðÿåìûé ñèãíàë â âèäå ðÿäà äèñêðåò-
íûõ îòñ÷åòîâ y0, y1,. . . , yN−2, yN−1, îáû÷íî ðàçìåùàåìûõ ÷åðåç ïîñòîÿííûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Òàêèì
îáðàçîì, ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yk+N = yk. Ïðè ýòîì ñèãíàë
îïèñûâàåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñìåùåííûõ âî âðåìåíè äåëüòà-ôóíêöèé:

s(t) =

∞X

k=−∞
ykδ(t− k), (3)

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà êàê âïåðåä, òàê è íàçàä.
Îãðîìíîå çíà÷åíèå â òåîðåòè÷åñêîì è îñîáåííî ýêñïåðèìåíòàëüíîì àíàëèçå ñèãíàëîâ ñûãðàëî ïîÿâëåíèå

àíàëîãîâî-öèôðîâûõ è öèôðîâûõ îñöèëëîãðàôîâ (ðèñ. 1) [4]. Åñëè ïîíà÷àëó îíè ïðèìåíÿëèñü äëÿ ïðîñìîò-
ðà ôîðìû ñèãíàëîâ è ãðóáîãî êîíòðîëÿ èõ 2-3 ïàðàìåòðîâ (íàïðèìåð, àìïëèòóäû è ÷àñòîòû ïîâòîðåíèÿ), òî
â íàøè äíè ñîâðåìåííûå îñöèëëîãðàôû ñïîñîáíû âû÷èñëÿòü äî ïîëóñîòíè è áîëåå ïàðàìåòðîâ èçìåðÿåìîãî,
ïðåäñòàâëåííîãî äèñêðåòíî.

Ðèñ.1. Ñîâðåìåííûå ìàññîâûå áþäæåòíûå öèôðî-
âûå îñöèëëîãðàôû ñåðèè TDS-1000B/2000Â ôèðìû
Tektronix, ïîäêëþ÷àåìûé USB-ïîðòó êîìïüþòåðà

Ñ ïîÿâëåíèåì ÑÊÌ ðåçêî âîçðîñ èíòåðåñ ê ïðîãðàììíîìó äèñêðåòíîìó ñïåêòðàëüíîìó àíàëèçó ñèãíàëîâ
ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ Ôóðüå. Òåîðåòè÷åñêè, ðÿä Ôóðüå äèñêðåòíîãî ñèãíàëà, èìåþùåãî N îòñ÷åòîâ, îïðåäåëÿåòñÿ
âûðàæåíèåì:

•
Y
n

=
1

NT

N−1X

k=0

sk exp

�
−j

2πnk

N

�
.

Çäåñü j-ìíèìàÿ åäèíèöà, n- íîìåð ãàðìîíèêè, k- èíäåêñ îò÷åòîâ ñèãíàëà (îò 0 äî N -1). Îáû÷íî ïðèâåäåííîå
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Òèï îêíà Âûðàæåíèå äëÿ
Îêíà Wk

Ñâîéñòâî îêíà

Ïðÿìîóãîëüíîå
(Rectangle). 1

Î÷åíü óçêèé îñíîâíîé ëåïåñòîê, õî-
ðîøåå ÷àñòîòíîå ðàçðåøåíèå, ïëî-
õîå àìïëèòóäíîå ðàçðåøåíèå, õîðî-
øåå ïîäàâëåíèå áåëîãî øóìà.

Áëýêìàíà
(Blackman)

0.42 - 0.5cos(2πk/N ) +
0.08sin(4πk/N )

Øèðîêèé îñíîâíîé ëåïåñòîê, çàìåò-
íûé ñïàä áîêîâûõ ëåïåñòêîâ, õîðîøåå
àìïëèòóäíîå ðàçðåøåíèå.

Õýííèíãà
(Hanning) 0.5(1- cos(2πk/N ))

Äîñòàòî÷íî øèðîêèé âõîäíîé ëåïå-
ñòîê, áûñòðûé ñïàä áîêîâûõ ëåïåñò-
êîâ, õîðîøåå ðàçðåøåíèå.

Õýììèíãà
(Hamming) 0.54-0.46cos(2πk/N)

Óìåðåííî øèðîêèé îñíîâíîé ëåïå-
ñòîê, ïîñòîÿííûé óðîâåíü áîêîâûõ
ëåïåñòêîâ, íåïëîõîå ðàçðåøåíèå.

Ñ ïëîñêîé
âåðøèíîé
(Flat Top)

0.281-0.521cos(2πk/N) +
0.198 cos(4πk/N)

Õîðîøåå ðàçðåøåíèå ïî àìïëèòóäå,
íî ïëîõîå ïî ÷àñòîòå, ðàçìûòûå ïè-
êè.

âûðàæåíèå íîðìèðóåòñÿ ïóòåì çàäàíèÿ ïåðèîäà T=1:

•
Y
n

=
1

N

N−1X

k=0

sk exp

�
−j

2πnk

N

�
. (4)

Äëÿ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà è ïîëó÷åíèÿ ñïåêòðîâ, ðàçâåðíóòûõ âî
âðåìåíè, îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ îêîííîå ÄÏÔ. Îíî îçíà÷àåò ââåäåíèå â ôîðìóëó ÄÏÔ âåñîâûõ ìíîæèòåëåé
Wk, ò. å. âûïîëíåíèå ïðÿìîãî ÄÏÔ ïî ôîðìóëå:

•
Y
n

=
1

N

N−1X

k=0

skWk exp

�
−j

2πnk

N

�
. (5)

Ïðàêòè÷åñêè â áîëüøèíñòâå öèôðîâûõ îñöèëëîãðàôîâ îêîííûé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ðåàëèçóåòñÿ ïðî-
ãðàììíûì ìåòîäîì, òàêæå êàê ýòî +ðåàëèçîâàíî â ñîâðåìåííûõ ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè, íà-
ïðèìåð â Mathcad [5]. ×èñëî òèïîâ îêîí îãðàíè÷åíî 4-6. Íèæå ïðåäñòàâëåíû äàííûå î íàèáîëåå ðàñïðî-
ñòðàíåííûõ òèïàõ îêîí è èõ îñíîâíûõ ñâîéñòâàõ.

Áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ öèôðîâûõ îñöèëëîãðàôîâ ðåàëèçóåò áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � îñîáûé
àëãîðèòì ÄÏÔ ïîçâîëÿþùèé óìåíüøèòü ÷èñëî êîìïëåêñíûõ óìíîæåíèÿ äî (N/2)•log2N . Ýòî äîñòèãàåòñÿ,
åñëè ÷èñëî îòñ÷åòîâ ñîñòàâëÿåò 2k, ãäå k � öåëîå ÷èñëî. Îáû÷íîå ÄÏÔ òðåáóåò N2 êîìïëåêñíûõ óìíîæåíèé.
Ðèñ. 2 äàåò ïðåäñòàâëåíèå î òîì, êàê ñèëüíî óìåíüøàåòñÿ îáúåì âû÷èñëåíèé ïðè ÁÏÔ â ñðàâíåíèè ñ ÄÏÔ.

Ðèñ.2. ×èñëî îïåðàöèé ïðè ÄÏÔ è ÁÏÔ

Íûíå ìèêðîïðîãðàììíîå âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ïî ôîðìóëå (5) ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ ÁÏÔ ðåàëèçîâà-
íî â áîëüøèíñòâå öèôðîâûõ îñöèëëîãðàôîâ. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíà ñïåêòðîãðàììà ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëü-
ñîâ, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ îñöèëëîãðàôà TDS-2024B êîðïîðàöèè Tektronix. Èñïîëüçóåòñÿ îêíî Õàííèíãà.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ó äàííîãî îñöèëëîãðàôà ñïåêòðîãðàììà î÷åíü íàïîìèíàåò åå êëàññè÷åñêîå èçîáðà-
æåíèå â âèäå âåðòèêàëüíûõ ëèíèé ñ ÷àñòîòàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷àñòîòàìè ãàðìîíèê. Ê ñîæàëåíèþ, òàê
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áûâàåò íå âñåãäà � ÷àñòî ëèíèè ñïåêòðà èìåþò âèä ïèêîâ çàìåòíîé øèðèíû, ðàñïîëîæåííûõ íà øóìîâîé
äîðîæêå.

Ðèñ.3. Ñïåêòðîãðàììà ïðÿìîóãîëüíûõ èì-
ïóëüñîâ, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ îñöèëëîãðàôà
TDS-2024B

Íàèáîëåå ïîëíîå ðàçâèòèå ìåòîäû ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ïîëó÷èëè â ñîâðåìåííûõ àíàëèçàòîðàõ ñïåê-
òðà ðåàëüíîãî âðåìåíè è â àíàëèçàòîðàõ ñèãíàëîâ. Íåêîòîðûå èç íèõ èìåþò íàñòîëüêî âûñîêóþ ñêîðîñòü
âûïîëíåíèÿ îêîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå, ÷òî ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü äèíàìè÷åñêèé ñïåêòð ñëîæíûõ êîì-
ìóíèêàöèîííûõ ñèãíàëîâ è ñòðîèòü òðåõìåðíûé ñïåêòð, ÷òî óæå äàâíî ðåàëèçîâàíî â ÑÊÌ Mathcad è
MATLAB. Òàêèå ñïåêòðîãðàììû ñïîñîáíû âûäåëÿòü ìåëü÷àéøèå äåòàëè ñëîæíûõ ñèãíàëîâ � ñì. ðèñ. 4.

Ðèñ.4. Îêîííûé ñïåêòðàëüíûé Ôóðüå-
àíàëèç äåìîíñòðàöèîííîãî ñèãíàëà vcosig â
ñèñòåìå MATLAB

Â ðÿäå ðàáîò, íàïðèìåð â [6-11], áûëè ïîêàçàíû ôóíäàìåíòàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ Ôóðüå-àíàëèçà â ÷àñòè
ïðåäñòàâëåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ ñèãíàëîâ è ñèãíàëîâ ñ áûñòðûìè ïåðåïàäàìè óðîâíÿ. Ýòè ñåðüåçíûå îãðàíè-
÷åíèÿ áûëè ïðåîäîëåíû çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ñïåöèàëüíîãî àïïàðàòà ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèãíàëîâ
è ôóíêöèé íà îñíîâå íîâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî áàçèñà � âåéâëåòîâ.

Âåéâëåòû è èõ ïðèìåíåíèå � íîâåéøåå íàó÷íîå íàïðàâëåíèå, âîçíèêøåå íà ñòûêå ìàòåìàòèêè, èíôîðìà-
òèêè è òåõíèêè ñâÿçè. Òåõíîëîãèÿ âåéâëåòîâ áàçèðóþòñÿ íà îáîáùåííîì ïðåäñòàâëåíèè ñèãíàëîâ s(t), èëè
ôóíêöèé y(x), â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå â âèäå âçâåøåííîé ñóììû áàçèñíûõ ôóíêöèé Ψk(t), ïîìíîæåííûõ
íà êîýôôèöèåíòûCk:

s(t) =
X

k

Ckψk(t), (6)

Ðÿä Ôóðüå èñïîëüçóåò â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèè ñèíóñû è êîñèíóñû, ïðåäñòàâëåííûå êîìïëåêñíîé
ýêñïîíåíòîé eitk=cos(tk)+i·sin(tk):

s(t) ∼ P
k

Ckeitk,
ãäå

Ck =
1

2π

2πZ

0

s(t)e−itkdt.
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Òàêèå ôóíêöèè ïðåäåëüíî ëîêàëèçîâàíû â ÷àñòîòíîé îáëàñòè, âûðîæäàÿñü íà ñïåêòðîãðàììå â âåðòèêàëü-
íóþ ëèíèþ, íî íå ëîêàëèçîâàíû âî âðåìåííîé îáëàñòè: îíè íå èìååò ðåçêèõ ïåðåïàäîâ è ïåðèîäè÷åñêè è
÷èñòî àáñòðàêòíî îïðåäåëåíû âî âðåìåíè îò -∞ äî +∞.

Ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíûé ïðèìåð � íåêàÿ èìïóëüñíàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ (ôóíêöèÿ Êðîíåêåðà) ïðå-
êðàñíî ëîêàëèçîâàíà âî âðåìåíè, íî ïëîõî â ÷àñòîòíîé îáëàñòè:

ψk(t) = δk(t) =

�
1, k = t
0, k 6= t

.

Òåðìèí wavelet, ââåäåííûé âïåðâûå Ìîðëå (J. Morlet), îçíà÷àåò �êîðîòêàÿ èëè ìàëåíüêàÿ âîëíà�. Âðå-
ìåííîé îáðàç âåéâëåòîâ îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé psi-ôóíêöèåé âðåìåíèψ(t). À ÷àñòîòíûé èëè Ôóðüå-îáðàç
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

F (ω) =

∞Z

−∞

_

ψ(t)e−iωtdt . (7)

Â îñíîâå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåæèò èñïîëüçîâàíèå äâóõ íåïðåðûâíûõ è èíòåãðèðóåìûõ ïî âñåé îñè t
(èëè x) ôóíêöèé:

• âåéâëåò-ôóíêöèÿ psi ψ(t) ñ
∞R
−∞

ψ(t)dt = 0,

• ìàøòàáèðóþùàÿ èëè ñêåéëèíã-ôóíêöèÿ phi ϕ(t)ñ
∞R
−∞

ϕ(t)dt = 1.

Phi-ôóíêöèè, çàäàþùèå ãðóáîå ïðèáëèæåíèå (àïïðîêñèìàöèþ) ñèãíàëà, ïðèñóùè òîëüêî îðòîãîíàëüíûì
âåéâëåòàì. À äåòàëèçèðóþùèå psi-ôóíêöèè ñîçäàþòñÿ íà îñíîâå òîé èëè èíîé áàçèñíîé ôóíêöèè ψ0(t),
îïðåäåëÿåò òèï âåéâëåòà. Psi-ôóíêöèè äîëæíà èìåòü ñâîéñòâà ñìåùåíèÿ âî âðåìåíè è ìàñøòàáèðîâàíèÿ:

ψ(t) ≡ ψ(a, b, t) = a−1/2ψ0

�
t− b

a

�
(8)

Ïàðàìåòð a çàäàåò øèðèíó âåéâëåòà, à b � åãî ïîëîæåíèå.
Ïðÿìîå íåïðåðûâíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå (ÏÍÂÏ) ñèãíàëà s(t) çàäàåòñÿ âû÷èñëåíèåì âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ

ïî ôîðìóëå:

C(a, b) = 〈s(t), ψ(a, b, t)〉 =

∞Z

−∞

s(t)a−1/2ψ

�
t− b

a

�
dt. (9)

ÏÍÂÏ ëåæèò â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ âåéâëåò-ñïåêòðîãðàìì ñèãíàëîâ f(t). Âåéâëåò-ñïåêòðîãðììà â ïðîñòåé-
øåì ñëó÷àå îòðàæàåò óðîâåíü âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ (ãðàäàöèÿìè ÿðêîñòè) â ïëîñêîñòè ìàñøòàá-âðåìÿ.
Íà ðèñ. 5 ïîêàçàí ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî ñèãíàëà (ñèíóñîèäà íà êîòîðóþ íàëîæåí ïðÿìî-
óãîëüíûé èìïóëüñ ñ èçìåíÿþùèìñÿ ïåðèîäîì ïîâòîðåíèÿ). Ïåðåïàäû ñèãíàëà íà ñïåêòðîãðàììå, ïîëó÷åí-
íîé â ÑÊÌ MATLAB, ïðåäñòàâëåíû â âèäå �çóáöîâ�. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî óìåíüøåíèå àìïëèòóäû ïåðåïàäîâ
â ñîòíè-òûñÿ÷è ðàç (ïðè ýòîì îíè ñëèâàþòñÿ ñ ñèíóñîèäîé) ïåðåïàäû, òåì íå ìåíåå, îò÷åòëèâî âûÿâëÿþòñÿ
ñïåêòðîãðàììîé (ïîäîêíî ñíèçó). Ñïîñîáíîñòü âåéâëåò-ñïåêòðîãðàìì îáíàðóæèâàòü àðòåôàêòû ñèãíàëîâ íå
èìååò ïðåöåäåíòîâ â òåõíèêå ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà! Ýòî ïîëåçíî â ñåéñìîãðàôèè, ìåäèöèíå è äð. îáëàñòÿõ
ïðèìåíåíèÿ âåéâëåò ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà.

Ðèñ.5. Âåéâëåò-ñïåêòðîãðàììà ñèãíàëà ñèíóñîèäû
è ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ ñ ïåðåìåííûì ïåðèîäîì
ïîâòîðåíèÿ
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Ñ ó÷åòîì îáû÷íî îãðàíè÷åííîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñèãíàëîâ è a, b ∈R, a 6=0:

C(a, b) =

Z

R

s(t)a−1/2ψ

�
t− b

a

�
dt. (10)

Îáðàòíîå íåïðåðûâíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå (ÎÍÂÏ) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå ðåêîíñòðóêöèè âî âðå-
ìåííîé îáëàñòè:

f = C−1
ψ

∞Z

−∞

∞Z

−∞

dadb

a2

D
f, ψa,b

E
ψa,b, (11)

ãäå
ψa,b(x) = |a|−1/2 ψ

�
x− b

a

�
. (12)

Çäåñü ïàðàìåòðû ñäâèãà è ñæàòèÿ ìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî âäîëü R ñ îãðàíè÷åíèåì a 6=0, à ψâ (10) îïðåäå-
ëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

ψ = 2π

∞Z

−∞

dξ

����
_

ψ(ξ)

����
2

|ξ|−1 = 2π

∞Z

−∞

����
_

ψ(ω)

����
2

|ω|−1 dω. (13)

Åñëè ψ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ òî áóäåò ñïðàâåäëèâûì áîëåå ñòðîãîå, ÷åì (11) âûðàæåíèå:

ψ = 2π

∞Z

0

dξ

����
_

ψ(ξ)

����
2

|ξ|−1 = 2π

0Z

−∞

dξ

����
_

ψ(ξ)

����
2

|ξ|−1 < ∞. (14)

Â ýòîì ñëó÷àå:

f = C−1
ψ

∞Z

0

da

a2

∞Z

−∞

db
D
f, ψa,b

E
ψa,b. (15)

Â ïàêåòå ðàñøèðåíèÿ ñèñòåìû MATLAB � Wavelet Toolbox èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

s(t) =
1

Kψ

Z

R+

Z

R

C(a, b)a−1/2ψ

�
t− b

a

�
dadb

a2
, (16)

ãäå Kψ- êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ ôóíêöèé ψ.
Ôóíêöèÿ Ψ∈ L2(R) íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì âåéâëåòîì, åñëè ñåìåéñòâî {Ψjk}, îïðåäåëÿåìîå ôîðìó-

ëîé ψj,k := 2k/2ψ(2 k − j), j,k∈Z, ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâåL2(R), ò. å.

〈ψjk, ψlm〉 = δjl · δkm, j, k, l, m ∈ Z,

ãäå
δjk =

�
1 j = k
0 j 6= l

.

Â ýòîì ñëó÷àå ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ L2(R) ìîæåò áûòü òî÷íî ïðåäñòàâëåíà ðÿäîì

f(x) =

∞X

j,k=−∞
cjkψjk(x),

êîòîðûé ñõîäèòñÿ â L2(R). Èìååò ìåñòî ðåñòàâðàöèÿ f(x). Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû íà âåéâëåò-àíàëèç è
ñèíòåç ñèãíàëîâ ðàçëè÷íîé ôîðìû ìîæíî íàéòè â [5,11].

Ôóíêöèÿ Õààðà H := X[0,1/2]−X[1/2,1] - ïðîñòåéøèé ïðèìåð îðòîãîíàëüíîãî âåéâëåòà. Ôóíêöèÿ phi ó íåãî
èìååò çíà÷åíèå 1 â èíòåðâàëå [0,1] è 0 çà ïðåäåëàìè ýòîãî èíòåðâàëà. Ôóíêöèÿ psi èìååò âèä ïðÿìîóãîëüíûõ
èìïóëüñîâ � ìåàíäðà (çíà÷åíèå 1 â èíòåðâàëå [0,0.5[ è �1 â èíòåðâàëå [0.5,1]). Êîíñòðóèðîâàíèå âåéâëåòîâ
(íà÷èíàÿ ñ âåéâëåòîâ Õààðà) äàíî â ðàáîòàõ [6, 7]. Â ïàêåòû ðàñøèðåíèÿ ñîâðåìåííûõ ÑÊÌ âêëþ÷åíû óæå
äåñÿòêè òèïîâ âåéâëåòîâ � êàê îðòîãîíàëüíûõ, òàê è íå îðòîãîíàëüíûõ [11].

Èòàê, âî èçáåæàíèå èçáûòî÷íîñòè âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèé, ìîæíî çàäàâàòü äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ a è b
íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå Z={. . . -1,0,1,. . . } ðàâíûå:

a = 2j è b = k2j ,
ãäå j è k − −− öåëûå ÷èñëà, õîòÿ âîçìîæíû è èíûå ñïîñîáû çàäàíèÿ äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé a è b.

Ïàðàìåòð j íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì ìàñøòàáà. Ïðè ýòîì âåéâëåò-ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
âèäå:

ψj,k(t) = a
−j/2
0 ψ(a−j

0 t− k) (17)
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Óñëîâèå, ÷òî ìíîæåñòâî {ψj,k}j,k∈Z îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó, îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ
f∈L2(R) ìîæåò áûòü òî÷íî ïðåäñòàâëåíà ðÿäîì:

f =
X

j,k∈Z

〈f, ψj,k〉ψj,k, (18)

Òîãäà ïðÿìîå äèñêðåòíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå (ÏÄÂÏ) ñâîäèòñÿ â âû÷èñëåíèþ êîýôôèöèåíòîâ C(a, b)
ïî ôîðìóëå (4), åñòåñòâåííî, ñ ïîäñòàíîâêîé äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé a è b, ò. å., â êîíå÷íîì ñ÷åòå:

(j, k) = dj,k =

∞Z

−∞

a
−j/2
0 ψ(a−j

0 t− k)s(t)dt (19)

Îáðàòíîå äèñêðåòíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå (ÎÄÂÏ) äëÿ íåïðåðûâíûõ ñèãíàëîâ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

s(t) =
1

Cψ

X
j∈Z

X

k∈Z

C(j, k)a
−j/2
0 ψ(a−j

0 t− k) (20)

Â ïàêåòå Wavelet Toolbox ñèñòåìû MATLAB îñóùåñòâëÿåòñÿ íîðìèðîâêà áàçîâûõ ôóíêöèé â ÷àñòîòíîé
îáëàñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òî Cψ = 1. Ïðè ýòîì îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà ðåêîíñòðóêöèè ñèãíàëà íà îñíîâàíèè
(20) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

s(t) =
X
j∈Z

X

k∈Z

C(j, k)ψj,k(t) (21)

Äëÿ îðòîãîíàëüíûõ âåéâëåòîâ, íàïðèìåð âåéâëåòîâ Äîáåøè, âîçìîæíî ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëà íà îñíîâå
ñóììèðîâàíèÿ åãî ãðóáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ äåòàëèçèðóþùèìè ëîêàëüíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ñèãíàëà. Äëÿ
ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç (multiresolution analysis) �ÊÌÀ. Îí áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþ-
ùèõ, èñõîäíûõ ïðåäïîñûëêàõ:

• ïðîñòðàíñòâî ñèãíàëîâ V ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà èåðàðõè÷åñêè âëîæåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà Vj , êîòî-
ðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ è îáúåäèíåíèå êîòîðûõ äàåò â ïðåäåëå L2(R);

• äëÿ ëþáîé ôóíêöèè s(t) ∈ Vjåå ñæàòàÿ âåðñèÿ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Vj−1;
• ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x) ∈ V0, äëÿ êîòîðîé åå ñäâèãè ϕ0,j(t) = ϕ(t − k)ïðè k ∈ Zîáðàçóþò

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V0.
Òàê êàê ôóíêöèè ϕ0,k(t) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V0, òî ôóíêöèè

ϕj,k(t) = 2−j/2ϕ(2−jt− k) (22)

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà. Åñëè äåðåâî äåêîìïîçèöèè ñèãíàëà ïðè âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèè
îòñ÷èòûâàòü âíèç, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñèãíàë s(t) åñòü ïðåäåë àïïðîêñèìàöèè sj(t) ∈ Vjïðè j → −∞ ò.
å.

s(t) = lim
j→−∞

sj(t)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, ïðè áîëüøèõ j ìû ïîëó÷àåì ãðóáûå ïðèáëèæåíèÿ ñèãíàëà, à ïðè ìàëûõ � òî÷íûå.
Àïïðîêñèìàöèÿ ñèãíàëà ñîîòâåòñòâóåò èòåðàöèîííîé ôîðìóëå:

sj(t) =
X

j

C(j, k)ϕj,k(t), (23)

ïðè÷åì
ϕ0,0(t) = 2

X

k

hkϕ(2t− k), (24)

ãäå hk � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñóììà ïðèáëèæåííîé è äåòàëèçèðóþùåé êîìïîíåíò, â êîíå÷íîì
èòîãå, è äàåò èñõîäíûé ñèãíàë ñ òåì èëè èíûì ïðèáëèæåíèåì � (22) è (24). Â êà÷åñòâå ñòàðòîâîãî çíà÷åíèÿ
J ÷àñòî áåðóò 0, ÷òî, âïðî÷åì, íå îáÿçàòåëüíî.

Â îáùåì ñëó÷àå ðåêîíñòðóêöèÿ ñèãíàëà íà n-îì óðîâíå çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì:

s(t) =

∞X

k=−∞
ajn,kϕjn,k(t) +

∞X
j=jn

∞X

k=−∞
dj,kψk(t), (25)

ãäå a - àïïðîêñèìèðóþùèå è d � äåòàëèçèðóþùèå êîýôôèöèåíòû.
Ïåðâîé ÑÊÌ â ÿäðî êîòîðîé áûëè âêëþ÷åíû ôóíêöèè ïðÿìîãî è îáðàòíîãî äèñêðåòíûõ âåéâëåò-

ïðåîáðàçîâàíèé ñòàëè ñèñòåìû Mathcad. Äëÿ ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ wave, à äëÿ
îáðàòíîãî iwave [5, 11]. Èñïîëüçóþòñÿ 4-êîýôôèöèåíòíûå îðòîãîíàëüíûå âåéâëåòû Äîáåøè. Ðèñ. 6 ïîêàçû-
âàåò ñîçäàíèå ñëîæíîãî íåñòàöèîíàðíîãî ñèãíàëà, ïîñòðîåíèå åãî ãðàôèêà è ãðàôèêà ñèãíàëà, ïðîøåäøåãî
ïðÿìîå, à çàòåì îáðàòíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïðåîáðàçîâàííûé ñèãíàë ïðàêòè÷åñêè íè÷åì íå îòëè÷à-
åòñÿ îò èñõîäíîãî.
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Ðèñ.6. Ïðèìåð ñîçäàíèÿ ñëîæíîãî ñèãíàëà è åãî ïîñòðîåíèÿ äî è ïîñëå âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèé

Äëÿ îðòîãîíàëüíûõ âåéâëåòîâ ñóùåñòâóåò áûñòðîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå (Fast Wavelet Transform),
íàçûâàåìîå òàêæå ïèðàìèäàëüíûì àëãîðèòìîì Ìàëëa (Mallat algorithm). Áûñòðîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå
ìîæíî îñóùåñòâëÿòü, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ:

aj+1,k =
P
m

hmaj,2k+m è dj+1,k =
P
m

gmaj,2k+m

ïðè a0,k =
R

f(t)ϕ(t− k)dt
Ýòî óäîáíåå äåëàòü â ÷àñòîòíîé îáëàñòè, èñïîëüçóÿ ïàðû ôèëüòðîâ - íèçêî÷àñòîòíûå Lo è âûñîêî÷à-

ñòîòíûé Hi. Êîýôôèöèåíòàìè èõ ïåðåäàòî÷íûõ õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿþòñÿ äåòàëèçèðóþùèå cD è àïïðîêñè-
ìèðóþùèìè cA êîýôôèöèåíòû. Îïèñàíèå ýòîãî ïîäõîäà ìîæíî íàéòè â [10]. Òàì æå ïðèâåäåíû äèàãðàììû
ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Ìàëëà è äðóãèå ñðåäñòâà äëÿ ðàáîòû ñ âåéâëåòàìè, âêëþ÷àÿ îáðàáîòêó ñèãíàëîâ è
èçîáðàæåíèé. Äîñòàòî÷íî ïîëíîå îïèñàíèå âåéâëåòîâ è èíñòðóìåíòàðèÿ äëÿ ðàáîòû ñ íèìè äàíî â ìîíî-
ãðàôèè [11]. Òàì æå ìîæíî íàéòè ìàññó ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèé.
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