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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òå÷åíèå ãåòåðîãåííûõ ñðåä ïî âðàùàþùèìñÿ ïðîíèöàåìûì ïî-
âåðõíîñòÿì è êàíàëàì ñ ïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, çàïèñàííûå â îðòî-
ãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ïîâåðõíîñòåé ðàâíûõ ðàñõîäîâ.

Numerical solution of the equations of a mechanics of heterogeneous mediums
Ibjatov R.I., Ahkmadiev F.G.

Abstract. The �uxion of heterogeneous mediums on rotaried permeable surfaces and channels
with permeable walls is considered. The equations of motion which were written in orthogonal
frame, are solved by a method of surfaces of equal expenditures.

Ðàáî÷èìè ñðåäàìè äëÿ ìíîãèõ ïðîöåññîâ õèìè÷åñêîé, íåôòåõèìè÷åñêîé, ïèùåâîé è äðóãèõ îòðàñëåé
ïðîìûøëåííîñòè ÿâëÿþòñÿ ìíîãîôàçíûå ãåòåðîãåííûå ñèñòåìû. Òåõíîëîãè÷åñêèé öèêë, ñâÿçàííûé ñ ïî-
ëó÷åíèåì, ïåðåðàáîòêîé è ïðèìåíåíèåì ãåòåðîãåííûõ ñðåä íåïðåìåííî âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîöåññû ðàçäå-
ëåíèÿ. Ãèäðîìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû ðàçäåëåíèÿ íåîäíîðîäíûõ ñðåä ïðîèçâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ
îòñòîéíèêîâ, ôèëüòðîâ è öåíòðîáåæíûõ àïïàðàòîâ. Ðàñ÷åò è ïðîåêòèðîâàíèå òàêèõ àïïàðàòîâ ñâÿçàíû ñ
ðåøåíèåì âíóòðåííèõ è âíåøíèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷, ñ ãåòåðîãåííûìè ðàáî÷èìè ñðåäàìè. Âàæíîé
îñîáåííîñòüþ ýòèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ìíîãîîáðàçèÿ ñëîæíûõ ÿâëåíèé, òàêèõ, êàê íåíüþòîíîâñêîå ðåî-
ëîãè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñðåäû, ïåðåìåííîñòü êîíöåíòðàöèé äèñïåðñíûõ âêëþ÷åíèé, ðàññëîåíèå ñîñòàâëÿþùèõ
ôàç, ôèëüòðàöèÿ íåñóùåé ôàçû ÷åðåç ñòåíêó.

Ðåøåíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è, ñ ó÷åòîì ýòèõ îñîáåííîñòåé, âûçûâàåò áîëüøèå òðóäíîñòè è òðåáó-
åò ïðèâëå÷åíèÿ ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè. Îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ ìåòîäîâ,
ïîçâîëÿþùèõ ó÷èòûâàòü ñëîæíóþ ãåîìåòðèþ òå÷åíèÿ è íåëèíåéíóþ ðåîëîãèþ ñðåäû, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïî-
âåðõíîñòåé ðàâíûõ ðàñõîäîâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ìåòîäîì â ïîëå òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè ââîäÿòñÿ ïîâåðõíîñòè
ðàâíûõ ðàñõîäîâ, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ íà îñíîâàíèè èíòåãðàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ èçìåíåíèÿ ðàñõî-
äà i-îé ôàçû ìåæäó ñîñåäíèìè ïîâåðõíîñòÿìè. Ïðè ýòîì ðåøåíèå óðàâíåíèé ãèäðîìåõàíèêè ñâîäèòñÿ ê
÷èñëåííîìó îïðåäåëåíèþ ïîëîæåíèé ýòèõ ïîâåðõíîñòåé è ñêîðîñòåé íà íèõ. Ïðåèìóùåñòâî äàííîãî ìåòî-
äà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðåîáðàçóþòñÿ
ê îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Îäíàêî, ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèé, ïðî-
òåêàþùèõ â îáëàñòÿõ ñ ïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè, âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè. Ýòè îñîáåííîñòè
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñâÿçàíû ñ ïðîÿâëåíèåì æåñòêèõ ñâîéñòâ ó ïîëó÷àåìîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìîãóò èìåòü ìåñòî, êàê âî âíåøíèõ, òàê è âî âíóòðåííèõ çàäà÷àõ ãèäðîìåõàíèêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âíåøíåé çàäà÷è ðàññìîòðèì òå÷åíèå ãåòåðîãåííîé ñðåäû ñî ñòåïåííûì ðåîëîãè÷å-
ñêèì çàêîíîì ñîñòîÿíèÿ ïî âðàùàþùèìñÿ ïðîíèöàåìûì ïîâåðõíîñòÿì. Ðàññìîòðèì ðåæèì ôèëüòðîâàíèÿ
ñðåäû áåç îáðàçîâàíèÿ îñàäêà ñ èçìåíåíèåì ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè ïî äëèíå àïïàðàòà. Ïðè ýòîì, óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â êâàçèãîìîãåííîì ïðèáëèæåíèè ìîãóò áûòü çàïèñàíû äëÿ ñìåñè â öåëîì. Òå÷åíèå ëàìèíàðíîå,
îñåñèììåòðè÷åñêîå è óñòàíîâèâøååñÿ. Òå÷åíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x, y, ϕ),
ó êîòîðîé êîîðäèíàòà x ñîâïàäàåò ñ îáðàçóþùåé ðîòîðà.

Âðàùàþùàÿñÿ íàñàäêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ, êîòîðàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì z = f(r).
Äëÿ âûáðàííîé ôîðìû íàñàäêè çàâèñèìîñòü ðàäèóñà r îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû x îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

x =

rZ

0

q
1 + (dz/dr)2dr.

Ââåäåì â ïîëå òå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè ðàâíûõ ðàñõîäîâ è îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç yk = yk(x), k = 1, N , ãäå
N - êîëè÷åñòâî ââåäåííûõ ïîâåðõíîñòåé. Êîìïîíåíòû ñêîðîñòè äëÿ k-ãî ñëîÿ ïðåäñòàâèì â âèäå Uk =
Uk[x, yk(x)], Vk = Vk[x, yk(x)], Wk = Wk[x, yk(x)]. Òîãäà ïðåîáðàçîâàííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñðåäû íà
ëèíèÿõ òîêà èìåþò âèä [1]
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ãäå E =
�
(∂W/∂y)2 + (∂U/∂y)2

�0,5 - èíòåíñèâíîñòü ñêîðîñòè äåôîðìàöèè.
Èçìåíåíèå ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ
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, hZ
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rUdy. (4)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)-(4) ðåøàåòñÿ ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ:

x = xí : U = Uí(y), W = Wí(y), α2 = α2í. (5)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñëàãàåìûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ (1), (2) èçìåíåíèÿ òåíçîðà
âÿçêîãî íàïðÿæåíèÿ, ñåòî÷íûå ðåøåíèÿ Uk = Uk [x, yk (x)] , Wk = Wk [x, yk (x)] ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå
ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ïîëíîé ñèñòåìå áàçèñíûõ ôóíêöèé:

U =

NX
j=1

Aj(x)Ψkj [yk(x)], (6)

W =

NX
j=1

Bj(x)Ψkj [yk(x)]. (7)

Ñèñòåìà (1)-(4) è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (5) ïðåäñòàâëÿþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðîé
ïðè èçâåñòíûõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü îäíèì èç ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îäíîé èç âàæíåéøåé âíóòðåííåé çàäà÷è ãèäðîäèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ òå÷åíèå æèäêèõ ñðåä ïî ðàçëè÷íûì
êðèâîëèíåéíûì êàíàëàì è òðóáàì ñ ïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè. Òå÷åíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â îðòîãîíàëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò, ó êîòîðîé îäíà èç êîîðäèíàòíûõ ïîâåðõíîñòåé x2 = const ñîâïàäàåò ñî ñòåíêîé êàíàëà,
à êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè x1 = const ñîñòàâëÿþò ñåìåéñòâî íîðìàëåé ê íåé. Ïðè äîñòàòî÷íî äëèííûõ
êàíàëàõ ïîðÿäîê ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè áóäåò çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàòü ïîðÿäîê ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòè. Òîãäà â
êâàçèãîìîãåííîì ïðèáëèæåíèè ïðåîáðàçîâàííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãåòåðîãåííîé ñðåäû íà ïîâåðõíîñòÿõ
ðàâíûõ ðàñõîäîâ (òðóáêàõ òîêà) çàïèøóòñÿ â âèäå [2]
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Ôîðìà ïîâåðõíîñòåé ðàâíûõ ðàñõîäîâ îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé ñå÷åíèÿ êàíàëà. Ïîëîæåíèÿ ýòèõ ïî-
âåðõíîñòåé íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
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, k = 2, N ; (9)

ãäå ∆k = (UZH2)k−1 + (UZH2)k,Φ2(x1) = − (|V |Z)k=1;

Φk(x1) = 0, k = 3, N − 1 ; ΦN (x1) = − (|V |Z)k=N .

Ïðîöåññ ôèëüòðàöèè ÷åðåç ñòåíêó êàíàëà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ôèëüòðàöèè:
∂H1H3Vmj

∂x2
= 0, V n

mj = − kmj

ψmj

∂Pmj

H2∂x2
; j=1 è N , (10)

êîòîðûå èíòåãðèðóþòñÿ àíàëèòè÷åñêè. Çäåñü çíà÷åíèÿ èíäåêñà j=1 è N óêàçûâàþò íà ðàçíûå ñòåíêè
êàíàëà.

Èçìåíåíèå ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

dα2

dx1
= α2 · (ZH1Vm)1 + (ZH1Vm)N

yNR
y1
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, (10)

ãäå Z = H3(x3 − x3), Hi - êîýôôèöèåíòû Ëÿìå.
Óðàâíåíèÿ (8)-(10) ðåøàþòñÿ ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ:

x1 = x1í : α2 = α2í, U = Uí(x2) . (11)
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Ñëàãàåìîå Tk â ïðàâîé ÷àñòè (8) ñîäåðæèò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòå. Äëÿ èõ âû÷èñ-
ëåíèÿ ñåòî÷íûå ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ïîëíîé ñèñòåìå áàçèñíûõ ôóíêöèé,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, à òàêæå ñèñòåìà áàçèñíûõ ôóíêöèé çàïèñû-
âàþòñÿ ïîñëå âûáîðà ãåîìåòðèè êàíàëà.

Òðóäíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ íàïîðíûõ òå÷åíèé ñâÿçàíû ñ îïðåäåëåíèåì ïàäåíèÿ
äàâëåíèÿ ïî äëèíå êàíàëà. Íåèçâåñòíûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ ïðèñóòñòâóåò âî âñåõ ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèÿõ
(8), ïîýòîìó, äëÿ ðàçðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (8)-(9) îòíîñèòåëüíî U ′k, y′k, P ′ ïðèìåíÿåòñÿ ïðîãîíêà [2].
Ñ ýòîé öåëüþ äàííóþ ñèñòåìó íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ê âèäó

dUk

dx1
= Lk

dP

dx1
+ Ik, k = 2, N − 1; (12)
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dyk

dx1
+ bk

dP

dx1
= ck, k = 2, N. (13)

Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (13) äîñòàòî÷íà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ y′k è ïåðåïàäà äàâëåíèÿ P ′, ïîñêîëüêó
ïîëîæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé y1(x1) è yN (x1) îïðåäåëÿþòñÿ èç äðóãèõ ñîîáðàæåíèé. Ïðè ôèëüòðîâàíèè ñðåäû
áåç îáðàçîâàíèÿ îñàäêà îíè ñîâïàäàþò ñ ïîâåðõíîñòÿìè êàíàëà. Òàê êàê ñèñòåìà (13) ñîñòîèò èç N − 1
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îäíî óðàâíåíèå îñâîáîæäàåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ P ′.

×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïî óðàâíåíèÿì (1)-(4) è (10), (12), (13) áûëè âûïîëíåíû â áåçðàçìåðíûõ ïåðå-
ìåííûõ. Ïðè âûïîëíåíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ íà âõîäíîì ñå÷åíèè çàäàþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòåé
ðàâíûõ ðàñõîäîâ è çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé íà íèõ. Ïðè ðàñ÷åòàõ áûëè èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå âèäû íà÷àëüíî-
ãî ïðîôèëÿ - ðàâíîìåðíûé, òðåóãîëüíûé, ïàðàáîëè÷åñêèé. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðîôèëü ñêîðîñòè ðàçâèâàëñÿ
äî íåêîòîðîãî óñòàíîâèâøåãîñÿ âèäà, êîòîðûé íå çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ. Êîãäà ñòåíêè
íåïðîíèöàåìû, ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ìîãóò áûòü âûïîëíåíû ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáî-
ðîì øàãà.

Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ïðîíèöàåìîé ñòåíêè, îáúåì ñðåäû ìåæäó ñòåíêîé è êðàéíåé ïîâåðõíîñòüþ ðàâíûõ ðàñ-
õîäîâ áóäåò óáûâàòü èç-çà ôèëüòðàöèè æèäêîñòè. Êîãäà êðàéíÿÿ ïîâåðõíîñòü òîêà äîñòèãàåò ïðîíèöàåìóþ
ñòåíêó, òî îíà èñ÷åçàåò. Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå ñòåïåíè ðàçëîæåíèÿ ñåòî÷íîãî ðåøåíèÿ (6), (7)
â ðÿä. Èçìåíåíèå àïïðîêñèìàöèè ñêîðîñòè âíîñèò âîçìóùåíèå â ÷èñëîâîå çíà÷åíèå òåíçîðà âÿçêîãî íàïðÿ-
æåíèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Ðåçêîå èçìåíåíèå îòäåëüíûõ
÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñîâ óðàâíîâåøèâàåòñÿ èçìåíåíèåì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.
Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ÷èñëîâîå ðåøåíèå yk(x) òåðïèò ëîêàëüíîå èñêðèâëåíèå. Ïðè÷åì, ÷åì ìåíüøå îñòàåò-
ñÿ êîëè÷åñòâî ââåäåííûõ ïîâåðõíîñòåé ðàâíûõ ðàñõîäîâ, òåì çàìåòíåå ñòàíîâèòñÿ ëîêàëüíîå âîçìóùåíèå
ðåøåíèÿ. Íàìè ïîêàçàíî, ÷òî îäíîøàãîâûé ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû, êàê ïðàâèëî, íå ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü
òàêèå ïèêîîáðàçíûå ó÷àñòêè. Ïîýòîìó áûë ïðèìåíåí ìåòîä Ãèðà, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ðåøåíèÿ æåñòêîé
ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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