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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðèâåäåíû ïðîãðàììû îñíîâíûõ çàäà÷ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîâåðõíî-
ñòåé â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñîñòàâëåííûå â ôóíêöèîíàëüíîì ñòèëå è ïðåä-
íàçíà÷åííûå äëÿ ðåàëèçàöèè â ñðåäå Mathematica. Äàííûé ìàòåðèàë ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ÷àñòüþ
êîìïüþòåðíîãî ó÷åáíèêà èëè êîìïüþòåðèçèðîâàííîãî ó÷åáíèêà; îí ïðèâîäèòñÿ êàê äîïîëíå-
íèå ê êëàññè÷åñêîìó èçëîæåíèþ è ïîçâîëÿåò àâòîìàòèçèðîâàòü îñíîâíûå âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìî-
ùüþ ñðåäû Mathematica.

Â ýòîé ñòàòüå âíèìàíèþ ÷èòàòåëÿ ïðåäëàãàþòñÿ ïðîãðàììû äëÿ ðåøåíèÿ íåñêîëüêèõ îïîðíûõ çàäà÷
êóðñà êëàññè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòåé òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ñî-
ñòàâëåííûå â ñðåäå Mathematica 5.0 (äàëüøå: Ìàòåìàòèêà).

Ëó÷øå âñåãî îôîðìèòü òàêîé ìàòåðèàë â âèäå ïàêåòà (ñòàíäàðòíîãî äîïîëíåíèÿ Ìàòåìàòèêè) [2]. Íî
â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè îáú¼ìà äàííîé ñòàòüè íåöåëåñîîáðàçíî ïðèâîäèòü çäåñü âåñü òåêñò ïàêåòà è åù¼
êîììåíòàðèè ê íåìó. Ìàòåðèàë èçëîæèì â ñòèëå "Notebook", óñëîâíî ïîëàãàÿ, ÷òî îí ïîìåù¼í â îäíîì
äîêóìåíòå. Âõîäíûå ÿ÷åéêè ïå÷àòàþòñÿ ïîëóæèðíûì øðèôòîì, à âûõîäíûå - ñâåòëûì, ìàðêèðîâêà In è
Out îïóùåíà.

Ïðåäâàðèòåëüíî èçëîæèì êðàòêèå ñâåäåíèÿ î ïðîãðàììèðîâàíèè â ñèñòåìå Ìàòåìàòèêà (âñå ñïðàâêè
ìîæíî íàéòè â [2, 1]). Âî âñåõ ïðèìåðàõ òåêñò âõîäíûõ ÿ÷ååê ïå÷àòàåì ïîëóæèðíûì øðèôòîì, à âûõîäíûõ
- ñâåòëûì.

Ôóíêöèîíàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòèëü ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ñðåäå Ìàòåìàòèêà,
õîðîøî ïðèñïîñîáëåííûé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàììû ïî øàãàì. Îñíîâíàÿ èäåÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ - ñîñòàâëÿòü ïðîãðàììó èç ôóíêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èñïîëüçóåò ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ,
ò. å. ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ îò àðãóìåíòîâ, çàòåì - ôóíêöèÿ îò ýòîé ôóíêöèè è ò. ä. Âàæíî òàê ïèñàòü
ïðîãðàììó, ÷òîáû ñòðóêòóðà êîìïîçèöèè ôóíêöèé áûëà ÿñíîé. Ôóíêöèè, íå ñîäåðæàùèåñÿ â ÿäðå ñèñòåìû,
à çàäàâàåìûå ïîëüçîâàòåëåì, íàçûâàþòñÿ âíåøíèìè.

Ïðè îïðåäåëåíèè âíåøíåé ôóíêöèè âàæíî äàòü ïîíÿòü Ìàòåìàòèêå, ÷òî å¼ àðãóìåíò (àðãóìåíòû) - ýòî
ïåðåìåííàÿ (ïåðåìåííûå). Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìûå èìåíîâàííûå
øàáëîíû:

x_ îáîçíà÷àåò ëþáîå âûðàæåíèå, ïðåäñòàâëåííîå èìåíåì x ("_ ñèìâîë ïîä÷åðêèâàíèÿ).
x__ (ñ äâóìÿ ñèìâîëàìè ïîä÷åðêèâàíèÿ) - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç îäíîãî èëè áîëåå âûðàæåíèé, ïðåä-

ñòàâëåííàÿ èìåíåì x.
x___ (ñ òðåìÿ ñèìâîëàìè ïîä÷åðêèâàíèÿ) - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç íóëÿ èëè áîëåå âûðàæåíèé, ïðåä-

ñòàâëåííàÿ èìåíåì x.
Åñëè îïðåäåëÿåìàÿ âíåøíÿÿ ôóíêöèÿ áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ â äàëüíåéøåì, öåëåñîîáðàçíî ïðèñâîèòü åé

èìÿ (ëó÷øå âñåãî ïîäîéä¼ò çàãîëîâîê, íåñóùèé èíôîðìàöèþ î å¼ íàçíà÷åíèè).
Äëÿ ïðèìåðà îïðåäåëèì ïÿòóþ ñòåïåíü ïåðåìåííîãî x êàê èìåíîâàííóþ âíåøíþþ ôóíêöèþ:

power5[x_] := x�5
Âûõîäíîé ñòðîêè íåò, ïîñêîëüêó èñïîëüçîâàíî îòëîæåííîå ïðèñâîåíèå SetDelayed (:=).
{power5[2], power5[11], power5[a]}
{32, 161051, a5}
Âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè îò òð¼õ çíà÷åíèé àðãóìåíòà.

Ñ çàãîëîâêàìè âíåøíèõ ôóíêöèé ìîæíî îáðàùàòüñÿ òàê æå, êàê ñ çàãîëîâêàìè âñòðîåííûõ ôóíêöèé,
íàïðèìåð, ïðèìåíÿòü èõ ê ýëåìåíòàì âûðàæåíèé, íàõîäÿùèìñÿ íà îïðåäåë¼ííîì óðîâíå:
Map[power5, {2, 11, a}]
{32, 161051, a5}
Map ïðèìåíÿåò ôóíêöèþ (çäåñü - power5) ê êàæäîìó ýëåìåíòó ïåðâîãî óðîâíÿ âûðàæåíèÿ (â äàííîì
ñëó÷àå � ñïèñêà).

Ïîâåðõíîñòü â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, çàäàííóþ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò (Oxyz) ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè
x = x(u1, u2), y = y(u1, u2), z = z(u1, u2), áóäåì îáîçíà÷àòü èìåíîâàííûì øàáëîíîì r_; êîíêðåòíóþ ïî-
âåðõíîñòü áóäåì îïðåäåëÿòü çàäàíèåì ñïèñêà ïðàâûõ ÷àñòåé ýòèõ óðàâíåíèé.

Ââåä¼ì ôóíêöèè r1 è r2 äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ r1 = ∂r/∂u1 è r2 = ∂r/∂u2 ê êîîðäè-
íàòíûì ëèíèÿì ïîâåðõíîñòè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå:

1Àííîòàöèÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå Àâòîðîì íå ïðåäñòàâëåíà.
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r1[r_][u1_, u2_] := D[r[u1, u2], u1]
r2[r_][u1_, u2_] := D[r[u1, u2], u2]

Ôóíêöèÿ normvs áóäåò âû÷èñëÿòü íîðìàëüíûé âåêòîð ïàðàìåòðèçîâàííîé ïîâåðõíîñòè â ïðîèçâîëüíîé
òî÷êå:
normvs[r_][u1_, u2_] := Cross[r1[r][u1, u2], r2[r][u1, u2]] // Simplify

Äëèíà íîðìàëüíîãî âåêòîðà ïîâåðõíîñòè:
modnormvs[r_][u1_, u2_] :=

Sqrt[Simplify[Factor[normvs[r][u1, u2].normvs[r][u1, u2]]]]
Ââåä¼ì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîãî ãåëèêîèäà x = u1 cos u2, y = u1 sin u2, z = au2, ÷òîáû

ïðîâåðÿòü íà í¼ì äåéñòâèå ââîäèìûõ ôóíêöèé:
helicoid[a_][u1_, u2_] := {u1 Cos[u2], u1 Sin[u2], a u2}

Íàéä¼ì äëÿ ïðÿìîãî ãåëèêîèäà êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì, íîðìàëüíûé âåêòîð è
åãî äëèíó:
r1[helicoid[a]][u1, u2]
{Cos[u2], Sin[u2], 0}
r2[helicoid[a]][u1, u2]
{-u1 Sin[u2], u1 Cos[u2], a}
normvs[helicoid[a]][u1, u2]
{a Sin[u2], �a Cos[u2], u1}
modnormvs[helicoid[a]][u1, u2]√

a2 + u12

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ nn äëÿ âû÷èñëåíèÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà íîðìàëè ïàðàìåòðèçîâàííîé ïîâåðõíîñòè
â å¼ ïðîèçâîëüíîé òî÷êå; òàêèì îáðàçîì, ó íàñ áóäåò ïîëíîñòüþ îïðåäåë¼í ñîïðîâîæäàþùèé òð¼õãðàííèê
ïîâåðõíîñòè {r1, r2,n}.
nn[r_][u1_, u2_] := normvs[r][u1, u2] / modnormvs[r][u1, u2]

Åäèíè÷íûé íîðìàëüíûé âåêòîð ïðÿìîãî ãåëèêîèäà:
nn[helicoid[a]][u1, u2]n a Sin[u2]√

a2 + u12
,− a Cos[u2]√

a2 + u12
,

u1√
a2 + u12

o

Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ íåÿâíîãî óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè (òî÷íåå, âûðàæåíèÿ åãî
ëåâîé ÷àñòè) ïîíàäîáèòñÿ ðàäèóñ - âåêòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ýòîé ïëîñêîñòè R: R := {x, y, z}

Ôóíêöèÿ tangplane äà¼ò íåÿâíîå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ïàðàìåòðèçîâàííîé ïîâåðõíîñòè:
tangplane[r_][u1_, u2_] := Simplify[Expand[(R-r[u1,u2]). normvs[r][u1, u2]]] ==0

Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ïðÿìîãî ãåëèêîèäà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå:
tangplane[helicoid[a]][u1, u2]
u1 (�a u2+z)�a y Cos[u2]+ a x Sin[u2]==0

Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ïðÿìîãî ãåëèêîèäà â òî÷êå M1(u
1 = 1, u2 =

π

2
):

% /. {u1−>1, u2−>Pi/2}
−a π

2
+ a x + z == 0

Åñëè ïîòðåáóåòñÿ ñòðîèòü íà îäíîì ÷åðòåæå èçîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè è å¼ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â
êàêîé-ëèáî òî÷êå, òî æåëàòåëüíî èìåòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè . Äëÿ ýòîãî
ââåä¼ì ôóíêöèþ tangentplane (çäåñü (u1

0, u
2
0) � êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû òî÷êè êàñàíèÿ):

tangentplane[r_][u10_, u20_][u1_, u2_] := r[u10, u20] +
u1∗r1[r][u10, u20] + u2∗r2[r][u10, u20]
Ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïðÿìîìó ãåëèêîèäó â ïðî-

èçâîëüíîé òî÷êå:
tangentplane[helicoid[a]][u10, u20][u1, u2]
{u10 Cos[u20]+u1 Cos[u20]�u10 u2 Sin[u20], u10 u2 Cos[u20]+ u10 Sin[u20]+u1 Sin[u20],

a u20+a u2}
Òî æå â òî÷êå M1(u

1
0 = 1, u2

0 =
π

2
):

%/.{u10−>1, u20−>Pi/2}
{-u2, 1 + u1, aπ

2
+ a u2}

Ââåä¼ì ôóíêöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (êîîðäèíàò ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà) ïîâåðõíîñòè; èõ îáîçíà÷åíèÿ áëèçêè ê ñòàíäàðòíûì (g11, g12, g21, g22):
g11[r_][u1_, u2_] := Simplify[r1[r][u1, u2].r1[r][u1, u2]]
g12[r_][u1_, u2_] := Simplify[r1[r][u1, u2].r2[r][u1, u2]]
g21[r_][u1_, u2_] := g12[r][u1, u2]
g22[r_][u1_, u2_] := Simplify[r2[r][u1, u2].r2[r][u1, u2]]

Óáåäèìñÿ íà ïðèìåðå ïðÿìîãî ãåëèêîèäà, ÷òî ýòè ôóíêöèè ðàáîòàþò:
g11[helicoid[a]][u1, u2]
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1
g12[helicoid[a]][u1, u2]
0
g22[helicoid[a]][u1, u2]
a2 + u12

g21[helicoid[a]][u1, u2]
0

Ôóíêöèÿ discrim1 áóäåò ïðåäíàçíà÷àòüñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñêðèìèíàíòà ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîð-
ìû g11g22 − g2

12 :
discrim1[r_][u1_, u2_] :=

Simplify[g11[r][u1, u2]∗g22[r][u1,u2]�g12[r][u1, u2]�2]
Äèñêðèìèíàíò ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïðÿìîãî ãåëèêîèäà:

discrim1[helicoid[a]][u1, u2]
a2 + u12

Ëèíèþ íà ïîâåðõíîñòè, çàäàâàåìóþ âíóòðåííèìè ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè u1 = u1(t), u2 = u2(t),
áóäåì îáîçíà÷àòü èìåíîâàííûì øàáëîíîì alpha_; åãî çíà÷åíèåì áóäåò ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé âíóòðåííèõ
ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ëèíèè. Ôóíêöèþ dst ââåä¼ì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â
ôîðìóëå äëèíû äóãè ëèíèè, ïðèíàäëåæàùåé ïîâåðõíîñòè (ôàêòè÷åñêè ýòî åñòü çíà÷åíèå ds

dt
, ãäå s � äëèíà

äóãè):
dst[r_][u1_, u2_][alpha_] := Sqrt[Simplify[

Factor[g11[r][u1, u2]∗D[First[alpha], t]�2+
2 g12[r][u1, u2]∗D[First[alpha], t]∗D[Last[alpha], t]+
g22[r][u1, u2]∗D[Last[alpha], t]�2]]] /. {u1−>First[alpha], u2−>Last[alpha]}
Çàäàäèì êðèâóþ âíóòðåííèìè ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè u1 = t, u2 = t

alph1 := {t, t}
è íàéä¼ì çíà÷åíèå ôóíêöèè dst (òî åñòü ds

dt
) äëÿ òàêîé êðèâîé íà ïðÿìîì ãåëèêîèäå:

dst[helicoid[a]][u1, u2][alph1]√
1 + a2 + t2

Äàëåå ââåä¼ì ôóíêöèþ s äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèíû äóãè êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè (èìåíîâàííûå øàáëîíû
aa_ è bb_ îáîçíà÷àþò ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ, ò. å. çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t êîíöîâ äóãè):
s[r_][u1_, u2_][alpha_][aa_, bb_] :=

Integrate[dst[r][u1, u2][alpha], {t, aa, bb}]
Âû÷èñëèì äëèíó äóãè êðèâîé u1 = t, u2 = t ìåæäó òî÷êàìè t = 0 è t = 1 íà ïðÿìîì ãåëèêîèäå:

s[helicoid[a]][u1, u2][alph1][0, 1]
−1

4
(1 + a2) Log[1 + a2] +

1

2
(
p

2 + a2 + (1 + a2) Log[1 +
p

2 + a2])

Ââåä¼ì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êîîðäèíàòíîé ëèíèè u2 =
π

2
è âû÷èñëèì äëèíó å¼ äóãè ìåæäó êî-

îðäèíàòíûìè ëèíèÿìè u1 = 0 è u1 = 1 íà ïðÿìîì ãåëèêîèäå:
alph2 := {t, Pi/2}
s[helicoid[a]][u1, u2][alph2][0, 1]
1

Äëÿ êîîðäèíàòíîé ëèíèè u1 = 2 íà ïðÿìîì ãåëèêîèäå íàéä¼ì äëèíó å¼ äóãè ìåæäó êîîðäèíàòíûìè
ëèíèÿìè u2 = 0 è u2 = π:
alph3 := {2, t}
s[helicoid[a]][u1, u2][alph3][0, Pi]√

4 + a2 π
Íàêîíåö, íàéä¼ì äëèíó äóãè êðèâîé u1 = t, u2 = ln(t +

√
t2 + a2) â ïðåäåëàõ t = 0, t =

√
2 íà ïðÿìîì

ãåëèêîèäå:
alph4 := {t, Log[t+Sqrt[t�2+a�2]]}
s[helicoid[a]][u1, u2][alph4][0, Sqrt[2]]
2

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè areasurf ìîæíî áóäåò íàõîäèòü ïëîùàäü îáëàñòè íà ïîâåðõíîñòè :
areasurf[r_][u1_, u2_][aa_, bb_, cc_, dd_] :=

Integrate[Sqrt[discrim1[r][u1, u2]], {u1, aa, bb}, {u2, cc, dd}]
Íàéä¼ì ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî ÷åðûðåõóãîëüíèêà íà ïðÿìîì ãåëèêîèäå, îãðàíè÷åííîãî êîîðäèíàò-

íûìè ëèíèÿìè u1 = 0, u1 = a, u2 = 0, u2 = 1:
areasurf[helicoid[a]][u1, u2][0, a, 0, 1]
−1

4
a2 Log[a2] +

1

2
a (
√

2
√

a2 + a Log[a +
√

2
√

a2])

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå ôóíêöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè
(êîîðäèíàò òåíçîðà hij):
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h11[r_][u1_, u2_] := Simplify[Det[{r1[r][u1, u2], r2[r][u1, u2],
D[r1[r][u1, u2], u1]}] / Sqrt[discrim1[r][u1, u2]]]

h12[r_][u1_, u2_] := Simplify[Det[{r1[r][u1, u2], r2[r][u1, u2],
D[r1[r][u1, u2], u2]}] / Sqrt[discrim1[r][u1, u2]]]

h21[r_][u1_, u2_] := h12[r][u1, u2]
h22[r_][u1_, u2_] := Simplify[Det[{r1[r][u1, u2], r2[r][u1, u2],

D[r2[r][u1, u2], u2]}] / Sqrt[discrim1[r][u1, u2]]]
Ïîäñ÷èòàåì êîýôôèöèåíòû âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïðÿìîãî ãåëèêîèäà:

h11[helicoid[a]][u1, u2]
0
h12[helicoid[a]][u1, u2]
− a√

a2 + u12

h22[helicoid[a]][u1, u2]
0

Ôóíêöèþ discrim2 ïðåäíàçíà÷èì äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñêðèìèíàíòà âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû h11h22−
h2

12:
discrim2[r_][u1_, u2_] :=

Simplify[h11[r][u1, u2]∗h22[r][u1, u2]�h12[r][u1, u2]�2]
Ôóíêöèÿ gcurvature áóäåò âû÷èñëÿòü ïîëíóþ (ãàóññîâó) êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå

(îáùåïðèíÿòîå â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå îáîçíà÷åíèå ãàóññîâîé êðèâèçíû K):
gcurvature[r_][u1_, u2_] :=

Simplify[discrim2[r][u1, u2]/discrim1[r][u1, u2]]
Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû ïðÿìîãî ãåëèêîèäà:

gcurvature[helicoid[a]][u1, u2]
− a2

(a2 + u12)3

Ñðåäíþþ êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè (ìàòåìàòè÷åñêîå îáîçíà÷åíèå H) áóäåì íàõîäèòü ïðè ïîìîùè ôóíêöèè
meancurvature:
meancurvature[r_][u1_, u2_] := Simplify[Factor[(
g11[r][u1, u2]∗h22[r][u1, u2]�2∗g12[r][u1, u2]∗h12[r][u1, u2]+
g22[r][u1, u2]∗h11[r][u1, u2])/(2 discrim1[r][u1, u2])]]
Ïîäñ÷èòàåì ñðåäíþþ êðèâèçíó ïðÿìîãî ãåëèêîèäà â åãî ïðîèçâîëüíîé òî÷êå:

meancurvature[helicoid[a]][u1, u2]
0

Ââåä¼ì âíåøíèå ôóíêöèè k1 è k2 äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãëàâíûõ êðèâèçí ïîâåðõíîñòè k1 è k2:
k1[r_][u1_, u2_] := meancurvature[r][u1, u2] +

Sqrt[Simplify[ meancurvature[r][u1, u2]�2�gcurvature[r][u1, u2]]]
k2[r_][u1_, u2_] := meancurvature[r][u1, u2] �

Sqrt[Simplify[ meancurvature[r][u1, u2]�2�gcurvature[r][u1, u2]]]
Íàéä¼ì ãëàâíûå êðèâèçíû ïðÿìîãî ãåëèêîèäà:

k1[helicoid[a]][u1, u2]s
a2

(a2 + u12)3

k2[helicoid[a]][u1, u2]

−
s

a2

(a2 + u12)3

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåä¼ì ïðîãðàììó äëÿ ïîäñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè è äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâ-
íåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé ïàðàìåòðèçîâàííîé ïîâåðõíîñòè.
G[r_][u1_, u2_] := {{g11[r][u1, u2], g12[r][u1, u2]}, {g21[r][u1, u2],

g22[r][u1, u2]}}
GG[r_][u1_, u2_] := Inverse[G[r][u1, u2]]
Ôóíêöèÿ G äà¼ò òåíçîð ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè, à ôóíêöèÿ GG � ñîïðÿæ¼ííûé åìó
òåíçîð.
uv := {u1, u2}
cristo�el[i_, j_, k_][r_][u1_, u2_] := 1/2*Simplify[

GG[r][u1, u2][[k, 1]]*(D[G[r][u1, u2][[1, j]], uv[[i]]]+
D[G[r][u1, u2][[i, 1]], uv[[j]]] � D[G[r][u1, u2][[i, j]], u1])+
GG[r][u1, u2][[k, 2]]*(D[G[r][u1, u2][[2, j]], uv[[i]]]+
D[G[r][u1, u2][[i, 2]], uv[[j]]] � D[G[r][u1, u2][[i,j]], u2])]
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Âíåøíÿÿ ôóíêöèÿ cristo�el ñëóæèò äëÿ ïîäñ÷¼òà êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè ïîâåðõíîñòè Γk
ij =

1

2
gks(∂igsj + ∂jgis − ∂sgij).

Êàê âèäèì, ïðîãðàììà âåñüìà êîìïàêòíà. Å¼ äåéñòâèå ïðîâåðèì íà ïðìåðå ãåëèêîèäà:
cristo�el[1,2,2][helicoid[1]][u1, u2]

u1

1 + u12

Ôóíêöèè eq1 è eq2 äàäóò ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé
ïîâåðõíîñòè:
eq1[r_] := u1′′[s]+Simplify[cristo�el[1,1,1][r][u1[s], u2[s]]*

u1′[s]*u1′[s]+2 cristo�el[1,2,1][r][u1[s], u2[s]]*
u1′[s]*u2′[s]+cristo�el[2,2,1][r][u1[s], u2[s]]*
u2′[s]*u2′[s], Trig−>True] = = 0

eq2[r_] := u2′′[s]+Simplify[cristo�el[1,1,2][r][u1[s], u2[s]]*
u1′[s]*u1′[s]+2 cristo�el[1,2,2][r][u1[s], u2[s]]*
u1′[s]*u2′[s]+cristo�el[2,2,2][r][u1[s], u2[s]]*
u2′[s]*u2′[s], Trig−>True] = = 0
Ôóíêöèè geodline è geod ïðåäíàçíà÷åíû ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî è òî÷íîãî

ðåøåíèé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ:
geodline[r_][u10_, u20_, p1_, p2_, sb_, se_] :=

NDSolve[eq1[r], eq2[r], u1[0]= =u10, u2[0]= =u20,
u1′[0]= =p1, u2′[0]==p2, {u1, u2}, {s, sb, se}]

geod[r_][u10_, u20_, p1_, p2_] := DSolve[eq1[r], eq2[r],
u1[0]==u10, u2[0]==u20, u1′[0]==p1, u2′[0]==p2, {u1[s], u2[s]}, s]
Ïðîäåìîíñòðèðóåì äåéñòâèå ýòèõ ôóíêöèé íà ïðèìåðå öèëèíäðà:

cilinder[u1_, u2_] := {Cos[u1], Sin[u1], u2}
geod[cilinder][0,0,1,2]
{{u1[s]−> s, u2[s]−>2 s}}

Ïîñëå âèçóàëèçàöèè ïîëó÷àåì èçîáðàæåíèå:

Ðèñ.1. Ãåîäåçè÷åñêàÿ íà öèëèíäðå

geodline[cilinder][0,0,1,1,0,2]
{{u1−>InterpolatingFunction[0.,2.,<>], u2−>InterpolatingFunction [0.,2.,<>]}}

Ñ èíòåðïîëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè ìîæíî ðàáîòàòü ïðàêòè÷åñêè òàê æå, êàê è ñ îáû÷íûìè: ïîäñòàâëÿòü
èõ â ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêîé,
îïðåäåëÿåìîé íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, èñïîëüçîâàííûìè â ïðîöåññå ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû, è
ïðèìåíÿòü ýòè ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ âèçóàëèçàöèè ãåîäåçè÷åñêîé.
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Ïðèìåðíî â òàêîì æå êëþ÷å ìîæíî ðàçðàáîòàòü ïðè¼ìû ðåøåíèÿ è äðóãèõ îïîðíûõ çàäà÷ òåîðèè
ïîâåðõíîñòåé: íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíîé êðèâèçíû, ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé ëèíèé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè è
ò. ï.
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