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Àííîòàöèÿ. Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ïðîäîëæàåòñÿ èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ îäíîãî êëàññà ñå-
ìåéñòâ ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íåñðàâíèìûõ ïî áèíàðíîìó îòíîøåíèþ âêëþ÷åíèÿ.
Ïðèâîäèòñÿ ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ýòèõ ñåìåéñòâ è óëó÷øàþòñÿ íåêîòîðûå ðàíåå
ïîëó÷åííûå ìîùíîñòíûå îöåíêè.

About one class of shperner families
Kochkarev B. S

Abstract. In this paper we study properties of some class. It is a class of families of subsets of
�nite set of incomparable by binary relation �subset�. We show recursive algorithm which construct
these families. Also we improve well-known power values.

Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ïðîáëåì äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èçó÷àòü ñåìåéñòâà ïîä-
ìíîæåñòâ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå òåì èëè èíûì îãðàíè÷åíèÿì [1]. Â ðàáîòàõ
[2-4] áûëè óñòàíîâëåíû ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà îäíîãî êëàññà ìàêñèìàëüíûõ ñåìåéñòâ ïîäìíîæåñòâ Øïåð-
íåðà [5]. Â äàííîé ðàáîòå ïðîäîëæàåòñÿ èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ óêàçàííîãî êëàññà ñåìåéñòâ. Ïðèâîäèòñÿ
ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ýòèõ ñåìåéñòâ è óëó÷øàþòñÿ íåêîòîðûå ðàíåå ïîëó÷åííûå ìîùíîñòíûå
îöåíêè. Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû èç [2-4].

Ïóñòü S- êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ {a1,a2,. . . ,an}.
Îïðåäåëåíèå 1. ([6]) Ñåìåéñòâî F ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S íàçûâàåòñÿ øïåðíåðîâûì, Åñëè ýëåìåíòû

F ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî íåñðàâíèìûìè ïî áèíàðíîìó îòíîøåíèþ âêëþ÷åíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 2. ([2]) Øïåðíåðîâî ñåìåéñòâî F íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè äîáàâëåíèå ê F ëþáîãî

ïîäìíîæåñòâà A S íàðóøàåò ñâîéñòâî øïåðíåðîâîñòè ñåìåéñòâà F.
Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî øïåðíåðîâî ñåìåéñòâî F èìååò òèï (k,k+1), åñëè äëÿ ëþáîãî .
Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ìàêñèìàëüíûìè øïåðíåðîâûìè

ñåìåéñòâàìè (ì.ø.ñ) òèïà (k,k+1).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êîòîðûå íå âõîäèò ýëåìåíò è ÷åðåç ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êîòîðûå

ýëåìåíò âõîäèò. Ïóñòü Î÷åâèäíî, ïðè ëþáîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ri ≤
�

n− 1
k

�
.

Îïðåäåëåíèå 4. ([2]) ×èñëî s, 0 ≤ s ≤
�

n− 1
k

�
íàçîâåì äîïóñòèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ì.ø.ñ., ÷òî

äëÿ íåêîòîðîãî
Èç [2-4] èçâåñòíî, ÷òî åñëè äîïóñòèìîå ÷èñëî, òî äëÿ ëþáîãî íàéäóòñÿ ì.ø.ñ. ñ ri = s. Ïîýòîìó â

äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå ýëåìåíòà áóäåì ðàññìàòðèâàòü, êàê ïðàâèëî, ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò .
Òåîðåìà 1. ([2]) ×èñëî s =

�
n− 1
k

�
− 1 íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì. Êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì ïîñòàâèòü

âîïðîñ îòíîñèòåëüíî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé s â ïðåäåëàõ 0 ≤ s ≤
�

n− 1
k

�
.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ì.ø.ñ. âñå ÷èñëà 0,1,. . . ,
�

n− 1
k

�
− 2,

�
n− 1
k

�
. ßâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè.

Î÷åâèäíî, äëÿ ì.ø.ñ. F = {A : |A| = k} è F ′ = {A′ : |A′| = k + 1} ri =

�
n− 1
k

�
, i = 1, n. Ñëåäîâà-

òåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå èìååì r′ = r =

�
n− 1
k

�
.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî ì.ø.ñ. G, îòëè÷íîãî îò ì.ø.ñ. F, F ′, r′ <

�
n− 1
k

�
− 1

Îïðåäåëåíèå 5. [3] Âñÿêîå øïåðíåðîâî ñåìåéñòâî F òèïà (k, k + 1, |F | = rn = s íàçîâåì ðåàëèçàöèåé
÷èñëà s.

Îïðåäåëåíèå 6. [3] Íåêîòîðàÿ ðåàëèçàöèÿ F ÷èñëà s íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ì.ø.ñ.
F ′ ⊃ F c rn = s

Î÷åâèäíî, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äîïóñòèìîñòè íåêîòîðîé ðåàëèçàöèè ÷èñëà s ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîñòü
ýòîãî ÷èñëà. Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò.

Ñëåäñòâèå. Íèêàêàÿ ðåàëèçàöèÿ ÷èñëà s =

�
n− 1
k

�
− 1 íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé.
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Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ÷èñëà s, 0 ≤ s ≤
�

n− 1
k

�
, ìîæíî ïîñòðîèòü

0
@
�

n− 1
k

�

S

1
A 2s ðàçëè÷íûõ

ðåàëèçàöèé ñ rn = s, íî íå âñÿêàÿ ðåàëèçàöèÿ äîïóñòèìîãî ÷èñëà S ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé ðåàëèçàöèåé.
Òåîðåìà 4 [3] Âñÿêàÿ äîïóñòèìàÿ ðåàëèçàöèÿ F äîïóñòèìîãî ÷èñëà S îäíîçíà÷íî äîîïðåäåëÿåòñÿ äî

ì.ø.ñ. F ′ ⊇ F .
Òåîðåìà 5. Ëþáàÿ ðåàëèçàöèÿ ÷èñëà s =

�
n− 1
k

�
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé ðåàëèçàöèåé.

Òåîðåìà 6. [3] ×èñëî g(n, k) ì.ø.ñ. n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

2

0
@ n− 1

k

1
A

< g(n, k) < 3

0
@ n− 1

k

1
A
−
�

n− 1
k

�
2

0
@ n− 1

k

1
A−1

Òåîðåìà 7. Ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà F(k,k+1) ñåìåéñòâ òèïà (k, k + 1) â ìíîæåñòâî
ñåìåéñòâ F(k+1,k+2) òèïà (k + 1, k + 2) äëÿ k <

�
n
2

�− 1
Èçâåñòíî ÿâíîå çíà÷åíèå äëÿ k=1, èìåííî

g(n, 1) = 2n − n

Ïîñêîëüêó îáùèå îöåíêè (òåîðåìà 6) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èìåþò âèä

2

0
@ n− 1

k

1
A

< g(n, 1) < 3

0
@ n− 1

k

1
A

,

òî àñèìïòîòèêà äëÿ g(n, 1) ïîëó÷àåòñÿ óâåëè÷åíèåì íèæíåé îöåíêè â äâà ðàçà, ò.å.

g(n, 1) ∼ 2 · 2

0
@ n− 1

1

1
A

(1)

Â ïðåäëîæåíèè, ÷òî óêàçàííàÿ çàêîíîìåðíîñòü ñòàáèëüíà îòíîñèòåëüíî k, ìû èìååì

g(n, k) ∼ (k + 1)2

0
@ n− 1

k

1
A

(2)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ n=5 ÷èñëî ì.ø.ñ. òèïà (2,3) ðàâíî 187. Èñïîëüçîâàíèå îöåíêè (2) â ýòîì ñëó÷àå äàåò

g(5, 2) ≈ 3 · 2

0
@ 4

2

1
A

= 192

Êñòàòè îöåíêà (1) äëÿ n=5 äàåò ðàñõîæäåíèå îò òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ì.ø.ñ. òèïà (1,2) òî÷íî íà òàêóþ æå
âåëè÷èíó 5, èìåííî g(5, 1) ≈ 25 = 32, òîãäà êàê òî÷íîå çíà÷åíèå g(5, 1) = 27.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ ì.ø.ñ. òèïà (k,k+1)
Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ì.ø.ñ. ñ rn = 0. Ýòî ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ À, || = k, an ∈ A

è âñåõ ïîäìíîæåñòâ Â, || = k + 1, an /∈ . Äàëåå ïîñòðîåíèå ì.ø.ñ. îñóùåñòâëÿåì èíäóêòèâíûì ñïîñîáîì.
Ïóñòü Ft ìíîæåñòâî ì.ø.ñ., ïîñòðîåííûõ íà øàãå t (F1 = {F · rn = 0}). Ìíîæåñòâî Ft+1 îáðàçóåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé ì.ø.ñ. èç . Ïóñòü F-ïðîèçâîëüíîå ì.ø.ñ èç . Î÷åâèäíî F ñîñòîèò èç íåêîòî-
ðûõ ïîäìíîæåñòâ À,|| = k, an /∈ A;Â,|| = k + 1, an ∈ è À,; Â,. Ïóñòü = {, || = k, an /∈ A, A /∈ F} , B =
{B, |B| = k + 1, an ∈ B, B /∈ F}. Îñóùåñòâèì íàä F ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ: äîáàâèì ê F íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî èç ∪ è èñêëþ÷èì èç F âñå ïîäìíîæåñòâà ñðàâíèìûå ïî âêëþ÷åíèþ ñ äîáàâëåííûì ìíîæåñòâîì.
Ïîëó÷åííîå ñåìåéñòâî îáîçíà÷èì ÷åðåç F ′. Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ óêàçàííûõ ïîäìíîæåñòâ ìîæåò ñëó÷èòüñÿ,
÷òî ñðåäè îñòàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ èç ∪ åñòü ïîäìíîæåñòâà íåñðàâíèìûå ïî âêëþ÷åíèþ ñ ïîäìíîæåñòâàìè
èç F ′. Äîáàâèâ ïîñëåäíèå ïîäìíîæåñòâà ê ìû ïîëó÷èì, î÷åâèäíî, ì.ø.ñ. Ïðîäåëàâ óêàçàííîå ïðåîáðàçî-
âàíèå F îòíîñèòåëüíî âñåõ ìíîæåñòâ èç À è Â è àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñî âñåìè ìíîæåñòâàìè F èç
Ft, ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî ì.ø.ñ., îáðàçóþùèõ ìíîæåñòâî Ft+1. Ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì âûøå ðåçóëüòàòàì
min rn(F ) = t− 1, åñëè t <

�
n− 1
k

�
− 2 è rn(F ) =

�
n− 1
k

�
, F ∈ Ft åñëè F ∈ F0

@ n− 1
k

1
A
.
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