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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå,
íàçûâàåìîãî êîìïüþòåðèçèðîâàííûì ó÷åáíèêîì è ïðåäóñìàòðèâàþùåãî ñèñòåìàòè÷åñêîå ïðè-
ìåíåíèå ñðåäû Mathematica. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ âñòðîåííûõ ôóíêöèé ñðåäû
è ôóíêöèé, ðàçìåùåííûõ â ñòàíäàðòíîì äîïîëíåíèè DiskreteMath, ïðè èçó÷åíèè êîìáèíàòî-
ðèêè è òåîðèè ãðàôîâ.

Íàñòîÿùèé ïåðèîä ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ âî âñåì ìèðå õàðàêòåðèçóåòñÿ âñ¼ áîëüøåé
èíôîðìàòèçàöèåé ïðîöåññà îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî ñîâåðøåíñòâîâàíèåì ïðîãðàììíîãî îáåñ-
ïå÷åíèÿ, â ÷àñòíîñòè, íàëè÷èåì òàêîãî èíñòðóìåíòà íîâûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, êàê êîìïüþòåðíûå
ìàòåìàòè÷åñêèå ñèñòåìû Mathematica, Maple). Ðàçðàáîòêà ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòîäè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ è
ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ ó÷åáíîãî íàçíà÷åíèÿ âåä¼òñÿ íåäîñòàòî÷íî èíòåíñèâíî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñäåðæèâà-
þùèì ôàêòîðîì èíôîðìàòèçàöèè ó÷åáíîãî ïðîöåññà. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèÿ ìåòîäèñòîâ â ýòîé îáëàñòè
àêòóàëüíû è íåîáõîäèìû. Îäèí èç âèäîâ ìåòîäè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ ó÷åáíîãî ïðîöåññà ïî ìàòåìàòèêå �
êîìïüþòåðèçèðîâàííûå ó÷åáíèêè è çàäà÷íèêè.

Êîìïüþòåðíàÿ ñèñòåìó Mathematica, â ñèëó ñâîåé óíèâåðñàëüíîñòè, ìîæåò âûñòóïèòü â êà÷åñòâå îñíîâ-
íîãî ñðåäñòâà ñîçäàíèÿ òàêèõ ïîñîáèé, ïîñêîëüêó îíà îáëàäàåò íå òîëüêî âîçìîæíîñòÿìè âû÷èñëåíèé ÷èñ-
ëåííûõ, ñèìâîëüíûõ, ãðàôè÷åñêèõ), íî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÿçûêîì ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÷ðåçâû÷àéíî óäîáíûì
äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ.

Êîìïüþòåðèçèðîâàííûì ó÷åáíèêîì (çàäà÷íèêîì) íàçûâàþò ó÷åáíèê (çàäà÷íèê) íîâîãî ïîêîëåíèÿ, ïðåä-
ñòàâëÿþùèé ñîáîé ïå÷àòíîå èçäàíèå, ïðåäóñìàòðèâàþùåå ñèñòåìàòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ñèñòåìûMathematica;
íåîòúåìëåìûì ïðèçíàêîì êîìïüþòåðèçèðîâàííîãî ó÷åáíèêà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå, íàðÿäó ñ òðàäèöèîííûì èç-
ëîæåíèåì ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà, ñïåöèàëüíîãî ðàçäåëà, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ ïàðàëëåëüíîå èçëîæåíèå ýòîãî
ìàòåðèàëà, ñíàáæåííîå ïðîãðàììàìè ðåøåíèÿ îïîðíûõ çàäà÷ äàííîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè, ðåàëèçóþùèìè-
ñÿ â ñðåäå Mathematica. Òàêîå äîïîëíåíèå èìååò îñíîâíîé öåëüþ àâòîìàòèçàöèþ âû÷èñëåíèé è âèçóàëè-
çàöèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ (íå òîëüêî ãðàôè÷åñêèõ, íî è òàêèõ, êàê ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà, ìàòðèöû,
êîìáèíàòîðíûå ñîåäèíåíèÿ è ò. ï.). Ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïî-íîâîìó èçëîæèòü ìàòåðèàë è âêëþ÷èòü â
íåãî âîïðîñû, ðàíåå ðàññìàòðèâàâøèåñÿ ëèøü óìîçðèòåëüíî (íàïðèìåð, ïðîâåäåíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà
èñïûòàíèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé).

Äîïîëíèòåëüíûé ðàçäåë êîìïüþòåðèçèðîâàííîãî ó÷åáíèêà (äóáëèðóþùèé êëàññè÷åñêè èçëîæåííóþ òåî-
ðåòè÷åñêóþ ÷àñòü) ìîæåò áûòü âûäåðæàí â òàêîì ñòèëå, êîãäà ñîäåðæàùèåñÿ â í¼ì ïðîãðàììû àâòîíîìíû,
íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî. Äëÿ äàííîé öåëè ïîäõîäÿò êàê èìåþùèåñÿ â ÿäðå ñèñòåìû âñòðîåííûå ôóíê-
öèè âìåñòå ñ ôóíêöèÿìè, ñîäåðæàùèìèñÿ â ïàêåòàõ ñòàíäàðòíûõ äîïîëíåíèé, òàê è ñïåöèàëüíî ñîçäàííûå
àâòîðàìè âíåøíèå ôóíêöèè. Ïðè ýòîì äîëæíû áûòü ñäåëàíû âñå íåîáõîäèìûå ïîÿñíåíèÿ î ôîðìàòàõ êîäè-
ðîâàíèÿ è õàðàêòåðå äåéñòâèÿ âñåõ èñïîëüçóåìûõ ôóíêöèé. Èäåàëüíî, åñëè íàëè÷åñòâóåò íåîáÿçàòåëüíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ êîìïüþòåðèçèðîâàííîãî ó÷åáíèêà �� êîìïàêò-äèñê, â êîòîðîì è ñîäåðæàòñÿ âñå ýòè ñâåäåíèÿ
âìåñòå ñ èëëþñòðèðóþùèìè èõ ïðèìåðàìè.

Êóðñû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè â ðàçëè÷íûõ âóçàõ è äëÿ ðàçíûõ ñïåöèàëüíîñòåé ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ
äðóã îò äðóãà. Ýòî îáóñëîâëåíî è òåì, ÷òî, íàïðèìåð, òàêèå ðàçäåëû, êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà è òåî-
ðèÿ àëãîðèòìîâ, ÷èòàþòñÿ îòäåëüíûìè êóðñàìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî êíèã
ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå, íà÷èíàÿ ñ ýëåìåíòàðíûõ ó÷åáíèêîâ äëÿ íà÷èíàþùèõ è çàêàí÷èâàÿ ñåðüåçíû-
ìè ìîíîãðàôèÿìè. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè âêëþ÷åíû â ñðåäíåå çâåíî øêîëû. Ñàìûìè �ïîñòîÿííûìè�
ðàçäåëàìè êóðñîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàòîðèêà è òåîðèÿ ãðàôîâ.

Îñíîâíûå öåëè ïðèìåíåíèÿ êîìïüþòåðà íà çàíÿòèÿõ ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå:
1) èñêëþ÷åíèå ðóòèííîé âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû;
2) âèçóàëèçàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ;
3) êîíñòðóêòèâíàÿ äåÿòåëüíîñòü â ýòîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè.
Âñ¼ áîëüøåå ïðèìåíåíèå íàõîäÿò ìàøèííûå àëãîðèòìû ÷àñòè÷íîãî èëè ïîëíîãî ïåðåáîðà âñåõ âàðèàíòîâ

äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷. Ìíîãèå èçâåñòíûå çàäà÷è áûëè ðåøåíû èìåííî òàêèì ñïîñîáîì.
Ñóùåñòâóþò ïðîñòûå àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå âðó÷íóþ, ïðè íåáîëüøèõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-

ìåòðîâ, ïðîâåñòè óïîðÿäî÷åííîå ïåðå÷èñëåíèå âñåõ âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äëÿ ãëóáîêîãî è áûñòðîãî
1Àííîòàöèÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå Àâòîðîì íå ïðåäñòàâëåíà.



2

óñâîåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé êîìáèíàòîðèêè óäîáíî èñïîëüçîâàòü êîìïüþòåðíóþ ñèñòåìó Mathematica. Íà-
ïðèìåð, äëÿ îáúÿñíåíèÿ ðàçëè÷èÿ ìåæäó ïåðåñòàíîâêàìè, ñî÷åòàíèÿìè, ðàçìåùåíèÿìè, âàæíî áûñòðî è
íàãëÿäíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ýòî íà ïðèìåðàõ.

Íàõîæäåíèå âñåõ ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {a, b, c, d}:
Permutations[{a,b,c,d}]
{{a, b, c, d}, {a, b, d, c}, {a, c, b, d}, {a, c, d, b}, {a, d, b, c}, {a, d, c, b}, {b, a, c, d}, {b, a, d, c},
{b, c, a, d}, {b, c, d, a}, {b, d, a, c}, {b, d, c, a}, {c, a, b, d}, {c, a, d, b}, {c, b, a, d}, {c, b, d, a},
{c, d, a, b}, {c, d, b, a}, {d, a, b, c}, {d, a, c, b}, {d, b, a, c}, {d, b, c, a}, {d, c, a, b}, {d, c, b, a}}

Íàõîæäåíèå âñåõ 3-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ 5-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà (íàõîæäåíèå âñåõ ñî÷åòàíèé èç
ïÿòè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {a, b, c, d, e} ïî òðè):
KSubsets[{a,b,c,d,e},3]
{{a, b, c}, {a, b, d}, {a, b, e}, {a, c, d}, {a, c, e}, {a, d, e}, {b, c, d}, {b, c, e}, {b, d, e}, {c, d, e}} Êîëè÷åñòâî âñåõ ñî÷å-
òàíèé èç ïÿòè ïî òðè: Binomial[5,3] 10

Ñèñòåìà ïîçâîëÿåò áûñòðî êîíñòðóèðîâàòü âñå íîâûå ïðèìåðû, ìåíÿÿ êîëè÷åñòâî è ñîñòàâ ýëåìåíòîâ.
Îñîáåííî ýôôåêòíî (è ýôôåêòèâíî) èñïîëüçîâàíèå ñèñòåìû Mathematica ïðè èçó÷åíèè ãðàôîâ. Äî-

ñòàòî÷íî áûñòðî ìîæíî íàãëÿäíî ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè ãðàôîâ. Áîëüøèíñòâî âñòðîåííûõ
ôóíêöèé, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ èçó÷åíèÿ è âèçóàëèçàöèè ãðàôîâ, ñîäåðæèòñÿ â ïàêåòå ñòàíäàðòíîãî äî-
ïîëíåíèÿ DiscreteMath`Combinatorica`.
ShowGraph[CompleteGraph[9]]

Ðèñ.1. Èçîáðàæåíèå ïîëíîãî 9-
âåðøèííîãî ãðàôà K9

ShowGraph[CompleteGraph[4,5]]

Ðèñ.2. Èçîáðàæåíèå ïîëíîãî äâó-
äîëüíîãî ãðàôà K4,5

Íàä ãðàôàìè ïðîèçâîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå îïåðàöèè. Ïðîèëëþñòðèðóåì íåêîòîðûå èç íèõ. Îáúåäèíåíèåì
äâóõ ãðàôîâ íàçûâàåòñÿ ãðàô, ïîëó÷åííûé îáúåäèíåíèåì âåðøèí è ð¼áåð èñõîäíûõ ãðàôîâ. Ñîåäèíåíèåì
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äâóõ ãðàôîâ íàçûâàåòñÿ ãðàô, ïîëó÷åííûé èç îáúåäèíåíèÿ èõ äîáàâëåíèåì ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ êàæäóþ
âåðøèíó ïåðâîãî ãðàôà ñ êàæäîé âåðøèíîé âòîðîãî ãðàôà.

ShowGraph[SpringEmbedding[GraphJoin[Star[5], EmptyGraph[4]]]]

Ðèñ.3. Èçîáðàæåíèå ñîåäèíåíèÿ äâóõ
ãðàôîâ � 5-âåðøèííîé çâåçäû è 4-
âåðøèííîãî îäíîðîäíîãî ãðàôà ñòåïåíè
0

ShowGraph[SpringEmbedding[GraphJoin[RandomTree[4], RandomTree[4]]]]

Ðèñ.4. Èçîáðàæåíèå ñîåäèíåíèÿ
äâóõ ãðàôîâ � ñëó÷àéíî âûáðàííûõ
4-âåðøèííûõ äåðåâüåâ

ShowGraph[SpringEmbedding[GraphJoin[Star[4], RandomTree[5]]]]
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Ðèñ.5. Èçîáðàæåíèå ñîåäèíåíèÿ äâóõ
ãðàôîâ - 4-âåðøèííîé çâåçäû è ñëó÷àéíî
âûáðàííîãî 5-âåðøèííîãî äåðåâà

Ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ãðàôîâ íàçûâàåòñÿ ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ñëóæèò äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
ìíîæåñòâ âåðøèí ýòèõ ãðàôîâ, ïðè÷¼ì âåðøèíû (a, b) è (c, d) ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = c è
b ñìåæíà ñ d âî âòîðîì ãðàôå èëè b = d è a ñìåæíà ñ c â ïåðâîì ãðàôå.

ShowGraph[GraphProduct[Star[5], CompleteGraph[4]]]

Ðèñ.6. Èçîáðàæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ ãðàôîâ � 5-âåðøèííîé çâåçäû è
4-âåðøèííîãî ïîëíîãî ãðàôà

ShowGraph[GraphProduct[Star[5], Star[5]]]



5

Ðèñ.7. Èçîáðàæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ ãðàôîâ - 5-âåðøèííûõ çâåçä

Ãëóáîêîå îñâîåíèå ìåòîäîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè âêóïå ñ õîðîøèì îïûòîì ïðîãðàììèðîâàíèÿ è çíà-
êîìñòâîì ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ïîçâîëÿåò áóäóùèì âûïóñêíèêàì ïèñàòü êâàëèôèêàöèîííûå ðàáî-
òû èññëåäîâàòåëüñêîãî õàðàêòåðà. Íàïðèìåð, âûÿñíèòü âîïðîñû î íåçàâèñèìîñòè çàäàííîãî íàáîðà ñâîéñòâ
àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå, î ìèíèìàëüíîñòè ìîùíîñòè ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì ýòè
ñâîéñòâà íåçàâèñèìû; î âûïîëíèìîñòè òîæäåñòâ íà êîíå÷íûõ ïîëóãðóïïàõ; î ðåø¼òêàõ ïîäãðóïï êîíå÷íûõ
ãðóïï è ò. ï.
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