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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ìåòîäîì âîçìóùåíèÿ èññëåäóåòñÿ ðåàêöèÿ ôèëüòðàöèîííûõ òå÷åíèé ñî
ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè íà âàðèàöèè èñõîäíûõ äàííûõ.

Research of variational properties of the �ltration problem
Shirokova O.A.

Abstract. In this paper, a parameter perturbation technique is used in order to receive
quantitative estimations of free boundary problem decision variations.

Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ìåòîäîì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåøèòü çàäà÷ó îá èíòåðâàëå
ðàçáðîñà çíà÷åíèé èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê (ðàñõîäà è ñìî÷åííîé ïëîùàäè ãðóíòà) ôèëüòðàöèîííîãî
òå÷åíèÿ ïðè èçìåíåíèè êîýôôèöèåíòà ôèëüòðàöèè â ðàìêàõ çàäàííîé ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé.

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ôèëüòðàöèè íåòî÷íîñòü èñõîäíîé èíôîðìàöèè ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èññëåäî-
âàòü èçìåíåíèå èõ ðåøåíèé ïðè âàðèàöèè èñõîäíûõ äàííûõ [1,2]. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçðîñ èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ
âàðèàöèîííûõ ñâîéñòâ òàêèõ çàäà÷, îñîáåííî â íåëèíåéíûõ ñëó÷àÿõ. Íåëèíåéíîñòü â íèõ ìîæåò áûòü ñâÿ-
çàíà êàê ñ çàêîíîì ôèëüòðàöèè, òàê è ñ íàëè÷èåì ñâîáîäíûõ ãðàíèö.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèÿ [2] äàåò âîçìîæíîñòü ïåðåéòè îò ñëîæíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñî
ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè äëÿ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ê ëèíåéíûì
êðàåâûì çàäà÷àì â îáëàñòÿõ ñ èçâåñòíûìè ãðàíèöàìè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è áåçíàïîðíîé ôèëüòðàöèè
Ðàññìîòðèì ïëîñêîå ôèëüòðàöèîííîå òå÷åíèå æèäêîñòè ÷åðåç ñëàáî íåîäíîðîäíóþ ïëîòèíó ïðîèçâîëü-

íîé ôîðìû ïðè ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå.
Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ôóíêöèè íàïîðà h(x,y) â îáëàñòè òå÷åíèÿ Ω èìååò âèä [3]:

~U = −K(x, y) · ∇h, divU = 0, (x, y) ∈ Ω,

∂h/∂n = 0 , (x, y) ∈ Γv;

h = hi, (x, y) ∈ Γi, i = 1, 2; (1)
p = ρg(h(x, y)− y) = 0 , (x, y) ∈ ΓP ;

p = 0, ∂h/∂n = 0, (x, y) ∈ Γ′y,

ãäå ð- äàâëåíèå, ρgy- ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå, ρ- ïëîòíîñòü æèäêîñòè, g- óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ,
K(x,y)- êîýôôèöèåíò ôèëüòðàöèè, Γy'- äåïðåññèîííàÿ êðèâàÿ, Γv - íåïðîíèöàåìîå îñíîâàíèå, ΓP - ó÷àñòîê
âûñà÷èâàíèÿ, Γi (i=1,2) � ãðàíèöû âåðõíåãî è íèæíåãî áüåôîâ ñ íàïîðàìè hi.

Ïîñêîëüêó ãðóíò ñëàáîíåîäíîðîäíûé, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôèëüòðàöèîííîå òå÷åíèå â Ω åñòü ðåçóëüòàò
âîçìóùåíèÿ �îïîðíîãî� òå÷åíèÿ â îäíîðîäíîì ãðóíòå [6].

Èìååì Ê(õ,ó)=Êî+εχ(õ,ó), ε <<1, ãäå εχ(õ,ó) � ìàëîå âîçìóùåíèå êîýôôèöèåíòà ôèëüòðàöèè, Êî=Ñonst.
Âàðèàöèÿ êîýôôèöèåíòà ôèëüòðàöèè εχ(õ,ó) ïðèâîäèò ê ñìåùåíèþ δy = εN(x)j̄ êðèâîé äåïðåññèèΓy îïîð-
íîãî òå÷åíèÿ è ê âîçìóùåíèÿì εϕ(x, y), εv̄(x, y) è δQ íàïîðà h0, ñêîðîñòè Ū è ðàñõîäà Q â èñõîäíîé îáëàñòè
ôèëüòðàöèè Ωî.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìàëûõ âîçìóùåíèé òðåáóåò âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé: ïîëîæèì, ÷òî
ôóíêöèè h0(õ,ó) è φ(õ,ó) îïðåäåëåíû â òî÷êàõ èñõîäíîé îáëàñòè è â âîçìóùåííîé îáëàñòè è äèôôåðåí-
öèðóåìû òàì. Èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå ôóíêöèé èç (1) â ðÿä ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε (ñ òî÷íîñòüþ äîε2).
Ïðèðàâíèâàíèÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ε [4], ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ âàðèàöèè íàïîðà φ(õ,ó) â îáëàñòè
Ωî:

∆ϕ = −K−1
0 (∇h0 · ∇χ), .

(2)

∂ϕ/∂n = 0, Γν : (3)
ϕ = 0, Γi (i=1,2), ΓP : (4)

Γy :
∂ϕ

∂n
= − sin α cos α

∂

∂S
[

ϕ

1− ∂h0/∂y
] +

ϕ

1− ∂h0/∂y
[
∂2h0

∂x∂y
sin α− ∂2h0

∂y2
cos α] (4)
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Èòàê, äëÿ ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó (2)-(4) äëÿ âàðèàöèè íàïîðà φ(õ,ó) â îáëàñòè
Ω0 äëÿ ïëîòèíû ïðîèçâîëüíîé ôîðìû.

Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à. Ôèëüòðàöèîííîå ñòåêàíèå ïî íàêëîííîìó
âîäîóïîðó â ñëàáîíåîäíîðîäíîì ãðóíòå

Äëÿ èëëþñòðàöèè ìåòîäà âîçìóùåíèé èçó÷èì èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ äåïðåññèîííîé êðèâîé ïðè ôèëü-
òðàöèè æèäêîñòè èç âîäî¼ìà ïî íàêëîííîìó âîäîóïîðó â çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèÿ ïîëÿ ïðîíèöàåìîñòè
ãðóíòà. Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ ìîäåëüíóþ ñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó î ôèëüòðàöèîííîì ñòåêàíèè æèäêîñòè ÷å-
ðåç ñëàáîíåîäíîðîäíûé ãðóíò, ïîäñòèëàåìûé íàêëîííûì âîäîóïîðîì Γv. Äâèæåíèå æèäêîñòè ïîä÷èíÿåòñÿ
çàêîíó Äàðñè, à âîäîóïîð ïðÿìîëèíååí è ñîñòàâëÿåò ñ ãîðèçîíòàëüþ óãîë α (0 ≤ α ≤ π

2
) (ðèñ. 1):

lx′ ī1 īj1y
′χ = χ(x, y)χ = 0Γ′yΓyΓ2ΓvΓ1j̄

Ðèñ.1. Ôèëüòðàöèîííîå ñòåêàíèå æèäêîñòè ÷åðåç
ñëàáîíåîäíîðîäíûé ãðóíò

Òîãäà çàäà÷à (2)- (4) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé [8]:

Ω0 : ∆ϕ = K−1
0 · sin α · dχ

dx
,

N(x) =
ϕ(x, y)

cos2 α
Γ1 : ϕ = 0; Γ2 :

∂ϕ

∂x
= 0, Γv :

∂ϕ

∂y
= 0 , (5)

Γy : sin α · ∂ϕ

∂x
+ cos α · ∂ϕ

∂y
= 0, .

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå çàäà÷è (5) â âèäå ñóììû ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ V(x) è îáùåãî
ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ U(x,y), òî åñòü èìååì: ϕ(x, y) = V (x) + U(x, y)

Â êà÷åñòâå èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è âûáðàí ñòðî÷íûé ìåòîä Çåéäåëÿ ñ ïðîãîíêàìè
ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì [6].

Âîçìóùåíèå ôèëüòðàöèîííîãî ñòåêàíèÿ
Èçó÷èì èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ äåïðåññèîííîé êðèâîé è èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ðåøåíèÿ ñòàöè-

îíàðíîé çàäà÷è ïðè ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèÿõ íåîäíîðîäíûõ âêëþ÷åíèé â ïëîñêîé îáëàñòè ôèëüòðàöèè Ω
[6].

Òàêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿþòñÿ âàðèàöèè ðàñõîäà δQ
ε
è ñìî÷åííîé îáëàñòè ãðóíòà δS

ε
.

Îíè, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ϕ êðàåâûõ çàäà÷ (5), çàâèñÿùèìè îò âûáîðà ôóíêöèè χ(x, y).
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íåîäíîðîäíîì âêëþ÷åíèè äëÿ ñëó÷àÿ χ = χ(x).
Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé

χ(x) =

NX
i=1

cifi(x); (6)

ãäå ci−ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû,
N−öåëîå ÷èñëî,
fi(x)−ëèíåéíûå ôóíêöèè - �êðûøêè�:

i = 1, N , 0 = x1 < x2 < ... < xN = 1;
fi(x) =

8
<
:

(x− xi−1)/hi−1, x ∈ [xi−1, xi], hi = xi+1 − xi;
(xi+1 − x)/hi, x ∈ [xi, xi+1];
0, x /∈ [xi−1, xi+1];

ãäå
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Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü {fi} êàê áàçèñíûå íåîäíîðîäíîñòè. Â ñèëó ëèíåéíîñòè êðàåâîé çàäà÷è (5) å¼
ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

ϕ(x, y) =

nX
i=1

ciϕi(x, y), (7)

ãäå ϕi−ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è ïðè χ = fi(x). Íàçîâåì ϕiîòêëèêîì íà áàçèñíûå ôóíêöèè fi(áàçèñíûì
îòêëèêîì).

Èñïîëüçîâàíèå áàçèñíûõ íåîäíîðîäíîñòåé äàåò âîçìîæíîñòü, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîëó÷èòü áàçèñíûå îò-
êëèêè äëÿ ìåòîäà ñïëàéí- àïïðîêñèìàöèè, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ñëó÷àÿ χ = χ(x)ðåøèòü çàäà÷ó î íåîäíî-
ðîäíîì âêëþ÷åíèè â âèäå âåðòèêàëüíîãî ñëîÿ χ = fi(x). Ïîëîæåíèå íåîäíîðîäíîãî âêëþ÷åíèÿ âàðüèðóåòñÿ
ïî õ. Ôîðìà âêëþ÷åíèÿ íåèçìåííà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áàçèñíûõ îòêëèêîâ ϕiíåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó (5) äëÿ
êàæäîé áàçèñíîé ôóíêöèè fi.

×èñëåííîå ðåøåíèå. Âîïðîñû ÷óâñòâèòåëüíîñòè
Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðàñõîäà Q è ñìî÷åííîé ïëîùàäè ãðóíòà S ê èçìåíåíèþ êîýôôè-

öèåíòà ôèëüòðàöèè. Âàðèàöèè δQ
ε

è δS
ε
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëàìè îò ðåøåíèÿ ϕ(x, y), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ

èñõîäíîé ôóíêöèåé χ(x, y). Íåîïðåäåëåííîñòü èñõîäíîé èíôîðìàöèè î êîýôôèöèåíòå ôèëüòðàöèè Ê(õ,ó)
âûðàçèì óñëîâèåì χ(x, y) ∈ R, ãäå R- çàäàííîå ìíîæåñòâî. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ F (χ) = δQ/ε(èëè δS

ε
) èìååì

âàðèàöèîííûå çàäà÷è:
sup F (χ), inf F (χ)
χ ∈ R χ ∈ R

(8)

Ïóñòü ìíîæåñòâî R ñîñòîèò èç ôóíêöèè χ(x). Ó÷èòûâàÿ (7), ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèîíàëû δQ
ε

( èëè δS
ε

) ìîãóò
áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå:

J(Ci) =

NX
i=1

CiAi, (9)

ãäå Ai =
R
Γ1

∂ϕ
∂n

dS +
R
Γ1

fi
∂h
∂n

dS (äëÿ δQ
ε

)

Ai = cos−2 α
R
Γy

ϕi(x, m)dx (äëÿ δS
ε

)

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷è (8) ñâîäÿòñÿ ê íàõîæäåíèþ ýêñòðåìóìîâ ëèíåéíîé ôóíêöèè (9) ïðè äîïîëíè-
òåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà èñêîìûå ïàðàìåòðû Ci [7].

Ïóñòü ìíîæåñòâî R õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè îãðàíè÷åíèÿìè:
1)D ≤ Ci ≤ D1, D = −D1 = const; (11)

2)max
x∈∆0

NP
i=1

CiNi(x) ≤ ε1, ∆0 ∈ [0, l] (12)
Ïðè ýòîì çàäà÷à î íèæíåé ãðàíèöå èíòåðâàëà ðàçáðîñà âûðîæäàåòñÿ: inf J=0 ïðè χ = 0. Îïðåäåëåíèå

âåðõíåé ãðàíèöû ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ðèñ.2. Áëàãîäàðÿ ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì
ìû ìîæåì ñóäèòü î âåëè÷èíå îòêëîíåíèÿ ñâî-
áîäíîé ãðàíèöû. (ðèñ 2).
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