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Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ñòàòüå ïîñòðîåíî ðåøåíèå çàäà÷è î êà÷åíèè øàðà â òåðìèíàõ ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîãî èíòåãðàëà è ïðèâåäåíû îñíîâíûå ñïîñîáû èõ èíòåãðèðîâàíèÿ (âû÷èñëåíèÿ).

Êàê ïðàâèëî, ðåøåíèå ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ ñâîäèòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ. Çàäà÷à î
êà÷åíèè øàðà áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòè îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó çàäà÷ ðåøàåìûõ â
ìåõàíèêå íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì. Â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è òèïîâ ïîâåðõíîñòåé êà÷åíèÿ
íàéäåíû íîâûå ñëó÷àè åå ðàçðåøåíèÿ â êâàäðàòóðàõ, à òàêæå ñôîðìóëèðîâàíî íåãîëîíîìíîå îáîáùåíèå
çàäà÷è ßêîáè î äâèæåíèè ïî èíåðöèè òî÷êè ïî ýëëèïñîèäó [6]. Îäíàêî, êîãäà øàð êàòèòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè
âòîðîãî ïîðÿäêà, âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå áåñêîíå÷íîìàëîãî (èíôèíèòåçèìàëüíîãî) èñ÷èñëåíèÿ
ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé [1]. ðåàëèçîâûâàòü âû÷èñëåíèÿ, èñêàòü õàðàêòåðèñòèêè ìàòðèö è ìàòðè÷íûõ
ôóíêöèé ðàöèîíàëüíåå ñ ïðèìåíåíèåì íîâûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, à èìåííî ïàêåòà
êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè Maple V Release.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è: Ïî íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè S, çàäàííîé â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz
óðàâíåíèåì z = f(x, y) êàòèòñÿ øàð ðàäèóñà R ñ æåñòêî ïðèêðåïëåííûì ê íåìó ðåïåðîì (e1, e2, e3). Øàð
êàòèòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ âäîëü êðèâîé γ : z = f(x(t), y(t)), ïðè÷åì t ∈ [a, b]. Â êîíöå ïóòè ðåïåð
ïðèìåò ñâîå íîâîå ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz. Âû÷èñëèòå ìàòðèöó
ïåðåõîäà îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðåïåðà ê êîíå÷íîìó.
Ïî óñëîâèþ çàäà÷è øàð êàòèòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ, òî åñòü â òî÷êå êàñàíèÿ øàðà è
ïîâåðõíîñòè S â ëþáîé ìîìåíò êà÷åíèÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ [4].

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì èñêîìóþ ìàòðèöó ïåðåõîäà ÷åðåç Y . Äëÿ åå íàõîæäåíèÿ ïîñòðîèì ðàçáèåíèå
T = {Mk} êðèâîé γ òî÷êàìè M0(x0, y0, z0), M1(x1, y1, z1), . . . , Mn(xn, yn, zn) íà n ÷àñòåé. Îáîçíà÷èì
∆xk = xk − xk−1 , ∆yk = yk − yk−1 , ∆zk = zk − zk−1, ïðè÷åì λ(T ) = max(∆l1, ∆l2, . . . , ∆ln), ãäå ∆lk -
äëèíà äóãè ˘M0M1, k = 1, 2, ..., n.

Â âèäó ýòîãî êà÷åíèå øàðà ïî ïîâåðõíîñòè áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êîìïîçèöèþ îðòîãîíàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé: ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà íà âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ è ïîâîðîòà íà óãîë, âåëè÷èíà êîòîðîãî
çàâèñèò îò ìîäóëÿ âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ è ðàäèóñà øàðà R [5]. Äðóãèìè ñëîâàìè, äâèæåíèå øàðà âäîëü
êðèâîé ïî ïîâåðõíîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîìïîçèöèþ n ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Yk, êàæäîå èç
êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, áóäåò ñóïåðïîçèöèåé ñäâèãà íà âåêòîð Mk−1Mk è ïîâîðîòà îòíîñèòåëüíî
ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ íà óãîë

ϕk =
|Mk−1Mk|

R
, k = 1, 2, ..., n.

Öåëåñîîáðàçíî â êà÷åñòâå îñè âðàùåíèÿ âûáðàòü ïðÿìóþ, íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
âåêòîð ìãíîâåííîé ñêîðîñòè, ïîñêîëüêó, âî-ïåðâûõ, äàííûé âåêòîð áóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ
øàðà è ïîâåðõíîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó ãëàâíîé íîðìàëè ïîâåðõíîñòè â äàííîé òî÷êå.
Âî-âòîðûõ, âåêòîð ìãíîâåííîé ñêîðîñòè â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè áóäåò ïðèíàäëåæàòü êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòè â äàííîé òî÷êå êðèâîé.
Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå èç ëèíåéíûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Yk , áóäåò áåñêîíå÷íî ìàëûì [4, 5] è
ïðåäñòàâèìî â âèäå:

Yk = (E + Bk∆lk)(E + Ak∆ϕk) = E + (A∆ϕk + B∆lk),

ãäå ∆lk�âåëè÷èíà áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïåðåìåùåíèÿ (ñäâèãà), ∆ϕk� áåñêîíå÷íî ìàëûå óãëû, E �åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà, k = 1, 2, ..., n.

Â îòëè÷èè îò ïëîñêîãî ñëó÷àÿ, êà÷åíèå øàðà ïî ïîâåðõíîñòè îáóñëàâëèâàåò èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ
íåòîëüêî, âåêòîðîâ ðåïåðà, íî è öåíòðà øàðà.Â ñâÿçè ñ ýòèì âñå ìàòðèöû èñïîëüçóåìûå â ïîñòðîåíèè

1Àííîòàöèÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå Àâòîðîì íå ïðåäñòàâëåíà.
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ðåøåíèÿ, äà è ñàìà èñõîäíàÿ ìàòðèöà Y áóäåò ðàçìåðíîñòè [4× 4]. Â ðåçóëüòàòå

E + Bk∆lk = E +

0
BBBB@

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

∆xk ∆yk ∆zk 0

1
CCCCA

,

ãäå (∆xk, ∆yk, ∆zk) � êîîðäèíàòû âåêòîðà, ñîåäèíÿþùåãî êîíöû áåñêîíå÷íî ìàëîé äóãè
˘M0M1, k = 1, 2, ..., n.

E + Ak∆ϕk = E + P∆x + Q∆y + W∆z =

= E +

0
BBBB@

0 − f ′y
H(x0,y0)

1
H(x0,y0)

0
f ′y

H(x0,y0)
0 0 0

−− 1
H(x0,y0)

0 0 0

0 0 0 0

1
CCCCA

∆x+

+

0
BBB@

0
f ′x

H(x0,y0)
0 0

− f ′x
H(x0,y0)

0 1
H(x0,y0)

0

0 − 1
H(x0,y0)

0 0

0 0 0 0

1
CCCA∆y+

+

0
BBBB@

0 0
f ′x

H(x0,y0)
0

0 0
f ′y

H(x0,y0)
0

− f ′x
H(x0,y0)

− f ′y
H(x0,y0)

0 0

0 0 0 0

1
CCCCA

∆z,

ãäå ôóíêöèÿ H(x0, y0) = R
p

(f ′x(x0, y0))2 + (f ′y(x0, y0))2 + 1.

Cîãëàñíî òåîðåìå î ñóïåðïîçèöèè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé [5] ìàòðèöà êîìïîçèöèè n ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé áóäåò íàõîäèòüñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

Ỹ n = (E + Pn∆xn + Qn∆yn + Rn∆zn)·

·(E + Pn−1∆xn−1 + Qn−1∆yn−1 + Rn−1∆zn−1) · ... · (E + P1∆x1 + Q1∆y1 + R1∆z1).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìîé ìàòðèöû íåîáõîäèìî íàéòè ïðåäåë ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëüíûõ
ñóìì Ỹ n ïðè λ(T ) → 0. Åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òî ýòî åñòü êðèâîëèíåéíûé ìóëüòèïëèêàòèâíûé
èíòåãðàë ïî êðèâîé γ

Y =

∩Z

γ

E + Γ1dx + Γ2dy + Γ3dz.

Êðîìå òîãî, òàê êàê ïîâåðõíîñòü êà÷åíèÿ çàäàíà óðàâíåíèåì âèäà z = f(x, y), è ôîðìóëà ïîëíîãî
äèôôåðåíöèàëà äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ dz = f

′
xdx + f

′
ydy, òî ïîëó÷åííûé âûøå êðèâîëèíåéíûé

èíòåãðàë ìîæíî çàïèñàòü òàê:

Y =

∩Z

γ

E + Γ∗1dx + Γ∗2dy =

=

∩Z

γ

E +

0
BB@

0 −A2 B1 0
A2 0 C 0
−B1 −C 0 0

1 0 f
′
x 0

1
CCA dx +

0
BB@

0 A1 C 0
−A 0 B2 0
−C −B2 0 0

0 1 f
′
y 0

1
CCA dy,

ãäå
C =

f ′xf ′y
H(x, y)

, H(x, y) = R
q

(f ′x(x, y))2 + (f ′y(x, y))2 + 1,

A1 =
f ′x

H(x, y)
, A2 =

f ′y
H(x, y)

, B1 =
(f ′x)2 + 1

H(x, y)
, B2 =

(f ′y)2 + 1

H(x, y)
.

Òàêèì îáðàçîì â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïðè äâèæåíèè øàðà ïî ïîâåðõíîñòè z = f(x, y), èçìåíåíèå
ïîëîæåíèÿ ðåïåðà, æåñòêî ñâÿçàííîãî ñ øàðîì, áóäåò îïèñûâàòüñÿ êðèâîëèíåéíûì ìóëüòèïëèêàòèâíûì
èíòåãðàëîì âäîëü òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ øàð.
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Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ î âû÷èñëåíèè êðèâîëèíåéíîãî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî èíòåãðàëà. Åãî
çíà÷åíèå áóäåò çàâèñåòü, ïðåæäå âñåãî, îò êðèâîé γ, âäîëü êîòîðîé êàòèòñÿ øàð. Íàïðèìåð, ïóñòü øàð
åäèíè÷íîãî ðàäèóñà êàòèòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ, çàäàííîãî óðàâíåíèåì
z = f(x, y) = x2 + y2. Òîãäà, åñëè γ � áåñêîíå÷íî ìàëûé ïàðàëëåëîãðàìì, òî åãî çíà÷åíèå ìîæíî
âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû êðèâîé γ è êðèâèçíó ìóëüòèïëèêàòèâíîãî èíòåãðàëà [7].

Y =

∩Z

γ

E + Γ∗1dx + Γ∗2dy =

=

∩Z

γ

E +

0
BB@

0 −A2 B1 0
A2 0 C 0
−B1 −C 0 0

1 0 2x 0

1
CCA dx +

0
BB@

0 A1 C 0
−A 0 B2 0
−C −B2 0 0
0 1 2y 0

1
CCA dy = E + Kσ + o(σ),

ãäå
C =

4xy

H(x, y)
, H(x, y) = R

p
4x2 + 4y2 + 1,

A1 =
2x

H(x, y)
, A2 =

2y

H(x, y)
, B1 =

4x2 + 1

H(x, y)
, B2 =

4y2 + 1

H(x, y)
.

Ïðè ýòîì σ � ïëîøàäü ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì γ, o(σ) � áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì σ, K = Qx − Py + [P, Q] � êðèâèçíà ìóëüòèïëèêàòèâíîãî èíòåãðàëà.

Êðîìå òîãî, ìîæíî íàéòè çàâèñèìîñòü ìåæäó ñâÿçíîñòü êà÷åíèÿ, òàê èíîãäà íàçûâàþò K è ãàóññîâîé
êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè. [2, 9]. Ýòà çàâèñèìîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ îòíîøåíèåì

Y = E + Kσ + o(σ) = E + (KΓ · (kg)2 ·M(x, y) + kg · 1

H(x, y)2
N(x, y))σ + o(σ),

ãäå
M(x, y) =

=

0
@

0 −2x2 − 2y2 y(H −H3 + 4Hx + ax2)
2x2 − 2y2 0 Hx(−1 + H2 − 8y2)

H(x(1− 2y)2 − y (H3 − 4xy)(x− y) 0

1
A ,

N(x, y) =

=

0
@

0 1 + 4x2 + 4y2 8x2y − 2y(1 + 4y2)
−1− 4x2 − 4y2 0 −2x(1 + 4x2) + 8xy2

−8x2y + 2y(1 + 4y2) 2x(1 + 4x2)− 8xy2 0

1
A ,

ãäå σ � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì γ, o(σ) � áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì σ.

Âû÷èñëåíèå K è äðóãèõ âåëè÷èí ìîæíî ðåàëèçîâûâàòü â Maple V Release. Îïèøåì ïðîöåäóðó
âû÷èñëÿþùóþ êðèâèçíó ìóëüòèïëèêàòèâíîãî èíòåãðàëà , â òðåõìåðíîì ñëó÷àå

with(linalg):
K:=proc(P,Q)
local i,j,Qx,Py,L;
global P, Q;
for i to 3 do
for j to 3 do
Qx[i,j]:=di�(Q[i,j],x); od; od;
for i to 3 do for j to 3 do
Py[i,j]:=di�(P[i,j],y); od; od;
K:=Qx-Py+multiply(Q, P)-multiply(P, Q);
evalm(K);
end;
Åñëè ïðåäâàðèòåëüíî îïèñàòü âû÷èñëåíèå ìàòðèö P è Q â ïðîöåäóðå (â çàâèñèìîñòü îò ïîâåðõíîñòè
êà÷åíèÿ S) èëè çàäàòü íåïîñðåäñòâåííî

P:=array (1..3,1..3, [[. . . ],[. . . ],[. . . ]]);

Q:=array (1..3,1..3, [[. . . ],[. . . ],[. . . ]]);
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Â ñëó÷àå, êîãäà êðèâàÿ γ � ñïðÿìëÿåìàÿ è ïàðàìåòðèçóåìàÿ, ìîæíî âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ïîçâîëÿþùèå ïåðåéòè îò êðèâîëèíåéíîìó ìóëüòèïëèêàòèâíîãî èíòåãðàëà ê èíòåðãàëó âèäà

Y =

b
∩Z

a

E + A(t)dx(t),

è åñëè A(t) ≡ Ω(t) ∈ SO(3), òî

X(t) =

t
∩Z

t0

E + Ω(t)dt = PS(t)Rotυ(α)P−1
B0

(t),

ãäå Rotυ(α)� ïîâîðîò îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåííîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà υ = ω(0)
|ω(0)| íà ñîâîêóïíûé óãîë

α =
tR
0

|ω(ξ)|dξ, PS(t), PB0(t)� îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû îïåðàòîðîâ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âäîëü êðèâûõ S

è B0 ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðè÷åì ïàðà êðèâûõ S(t) è B0(t) îïðåäåëåíû íà åäèíè÷íîé ñôåðå S2 ñîîòíîøåíèÿìè

S(t) =
ω

|ω| ,

B0(t) = X−1(t)S(t).

Êðîìå òîãî, èñõîäÿ èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ X(0) = E , äëÿ S è B0 ïîëó÷èì: S(0) = B0(0).
Âû÷èñëåíèå ìàòðèö PS(t), PB0(t), Rotυ(α) òàêæå îïòèìàëüíåå ðåàëèçîâàòü â Maple. äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
èñïîëüçîâàòü îñíîâíûå ôóíêöèè ïàêåòà ëèíåéíîé àëãåáðû linalg.
Â îáùåì ñëó÷àå îñòàåòñÿ âîçìîæíîñòü íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî èíòåãðàëà.
Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøèòü ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ìàòðè÷íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå êà÷åíèÿ
øàðà ïî ïîâåðõíîñòè âäîëü çàäàííîãî êîíòóðà. Â çàäà÷å î êà÷åíèè øàðà, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàëàñü âûøå,
äîñòàòî÷íî ÷èñëåííî ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êà÷åíèå. Â ïàêåòå
Maple äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ôóíêöèÿ dsolve ñ ïàðàìåòðîì numeric. Òàêæå ñèñòåìà
ïîçâîëÿåò âûáðàòü ìåòîä ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò òðåáóåìîé òî÷íîñòè. Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå íåÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ïàêåò DESol) è
ïàêåòà ðàñøèðåíèé PDEtools â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ðàñøèðÿþò âîçìîæíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ è âèçóàëèçàöèè
ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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