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Àííîòàöèÿ. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âû÷èñëèìûì àëãåáðàì Åðøîâà (äèñòðèáóòèâíàÿ ðå-
øåòêà ñ îòíîñèòåëüíûìè äîïîëíåíèÿìè è ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Åð-
øîâà). Ìû ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ 3-íèçêàÿ àëãåáðà Åðøîâà èìååò âû÷èñëèìóþ êîïèþ.

Computable Ershov algebras
A. Frolov

Abstract. In this paper we will talk about computable Ershov algebras (Ershov algebra is a
distributive lattice with relative complements and minimal element). We will show that every low3
Ershov algebra has a computable copy.

1. Ââåäåíèå. Â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ òàêæå è ïðèëîæåíèÿ
òåîðèè àëãîðèòìîâ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ òåîðèè àëãîðèòìîâ â îáëà-
ñòè àëãåáðû, â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ. Ëþáîé àëãåáðàè÷åñêèé îáúåêò íàì áóäåò èíòåðåñåí
ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíîñòè åãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ò.å. ìîäåëèðîâàíèÿ, íà êîìïüþòåðå. Òàêèå îáúåêòû áó-
äóò íàçûâàòüñÿ âû÷èñëèìûìè. Ê ïðèìåðó, ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, çàäàííûé íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ïðîãðàììà, íàïèñàííàÿ â îäíîì èç äîñòóïíûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ, êîòîðàÿ äëÿ ëþáûõ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (âêëþ÷àÿ íîëü) ìîæåò óêàçàòü êàêîå èç ÷èñåë áîëüøå
äðóãîãî, ëèáî óêàçàòü, ÷òî îíè íåñðàâíèìû.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîäîáíûõ ïðîãðàìì ìû íå áóäåì âûáèðàòü ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à îãðàíè÷èìñÿ
òîëüêî íàïèñàíèåì àëãîðèòìà. Ëþáîìó ñïåöèàëèñòó-ïðîãðàììèñòó áóäåò ïîíÿòíî, êàê çàïðîãðàììèðîâàòü
òàêîé àëãîðèòì. Ê òîìó æå â òåîðèè àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì òàê íàçûâàåìûé òåçèñ ×åð÷à.
Êîòîðûé ãëàñèò, ÷òî êëàññ îáúåêòîâ, âû÷èñëèìûõ â îäíîì êîíêðåòíîì ÿçûêå (âûáðàííîì çàðàíåå ïðî-
èçâîëüíî), ñîâïàäàåò ñ êëàññîì îáúåêòîâ, âû÷èñëèìûõ íà òàê íàçûâàåìîé Ìàøèíå Òüþðèíãà. Äðóãèìè
ñëîâàìè, íàïðèìåð, åñëè åñòü ïðîãðàììà, íàïèñàííàÿ íà Ïàñêàëå, òî ìîæíî íàïèñàòü òî÷íî òàêóþ æå ïî
äåéñòâèþ ïðîãðàììó íà Áåéñèêå. Âåðíî è îáðàòíîå.

2. Äèñòðèáóòèâíûå ðåøåòêè. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Åðøîâà, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ äèñòðè-
áóòèâíîé ðåøåòêîé ñ îòíîñèòåëüíûìè äîïîëíåíèÿìè è èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò. Â ýòîì ðàçäåëå èçó÷àþò-
ñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè àëãåáðû Åðøîâà. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (â ÷àñòíîñòè,
àëãåáðà Åðøîâà) íàçûâàåòñÿ êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé, åñëè äëÿ íåå ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ èçîìîðôíàÿ êî-
ïèÿ.

Òåîðåìà. Êàæäàÿ 0'-âû÷èñëèìàÿ àëãåáðà Åðøîâà áåç íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà ñ 0'-ïðåäèêàòîì atom(x)
èçîìîðôíà âû÷èñëèìîé àëãåáðå Åðøîâà.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. 0'-âû÷èñëèìîñòü îçíà÷àåò íàëè÷èå âû÷èñëèìîé àïïðîêñèìàöèè êîíå÷íûìè
àëãåáðàìè è äàííîé àëãåáðû Åðøîâà è äàííîãî ïðåäèêàòà. Ïðè ïîÿâëåíèè íîâîãî ýëåìåíòà â àïïðîêñèìàöèè
àëãåáðû âîçíèêàþò íåñêîëüêî ñëó÷àåâ, êîãäà ñëåäóþùàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñîõðàíÿåò íàèáîëüøèé ýëåìåíò è
êîãäà îí ìåíÿåòñÿ. Ïóñòü alphas � äàííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Ó íàñ òàêæå åñòü àïïðîêñèìàöèÿ ïðåäèêàòà atom
� atoms. Íàì íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü betas � àïïðîêñèìàöèþ èñêîìîé àëãåáðû Åðøîâà, ïðè÷åì, îíà äîëæíà
áûòü áåç íàðóøåíèé, ÷òîáû ïîñòðîåííàÿ àëãåáðà áûëà âû÷èñëèìîé.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü alphas+1 è alphas èìåþò îäèí è òîò æå íàèáîëüøèé ýëåìåíò. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî alphas+1 ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè alphas è ýëåìåíòîì c, êîòîðûé ðàñùåïëÿåò
íåêîòîðûé àòîì a àëãåáðû alphas.

Åñëè atoms(a), òî íè÷åãî íå äåëàåì. Èíà÷å åñëè b=ps(a)$ ÿâëÿåòñÿ àòîìîì â betas, òî ïîñòðîèì betas+1
êàê àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè betas è íîâûì ýëåìåíòîì d, ðàñùåïëÿþùèì b. Åñëè b - íå àòîì â
betas, òî ïîëîæèì betas+1=betas, âûáåðåì ïðè ýòîì òàêîé íåíóëåâîé ýëåìåíò d ñ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì
íîìåðîì, ÷òî d < b. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè âëîæåíèÿ ps+1 äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ps+1(c)=d.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü alphas+1 è alphas èìåþò ðàçíûå íàèáîëüøèå ýëåìåíòû. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî alphas+1 ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè alphas è íîâûì íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì c.

Ïóñòü a - ñòàðûé íàèáîëüøèé ýëåìåíò â alphas. Åñëè b=ps(a) � íàèáîëüøèé ýëåìåíò â betas, òî îïðåäå-
ëèì betas+1, ïîëîæèâ íîâûé íàèáîëüøèé ýëåìåíò d > b, èíà÷å â êà÷åñòâå ýëåìåíòà d âûáåðåì íàèáîëüøèé
ýëåìåíò â betas. Òåïåðü îïðåäåëèì ps+1, ïîëîæèâ ps+1(c)=d. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî âûøå ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïîñòðîåíèþ èñêîìîé àëãåáðû Åðøîâà. ×òî çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ðàçâèòèå èäåé, ïðèâåäåííûõ â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëåäóþùèå òåîðåìû.
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Òåîðåìà. Êàæäàÿ 0'- âû÷èñëèìàÿ àëãåáðà Åðøîâà áåç íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà ñ 0'- ïðåäèêàòàìè atom(x),
atomless(x) è inf(x) èçîìîðôíà âû÷èñëèìîé àëãåáðå Åðøîâà ñ âû÷èñëèìûì ïðåäèêàòîì atom(x).

Òåîðåìà. Êàæäàÿ 0'-âû÷èñëèìàÿ àëãåáðà Åðøîâà áåç íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà ñ 0'- ïðåäèêàòàìè atom(x),
atomless(x), inf(x), 1-atom(x), atomic(x) è atominf(x) èçîìîðôíà âû÷èñëèìîé àëãåáðå Åðøîâà ñ âû÷èñëèìûìè
ïðåäèêàòàìè atom(x), atomless(x) è inf(x).

Ñëåäñòâèå. Êàæäàÿ 3-íèçêàÿ àëãåáðà Åðøîâà èìååò âû÷èñëèìóþ êîïèþ.
Çàìåòèì, ÷òî âñå ïðèâåäåííûå âûøå òåîðåìû áûëè ðàíåå äîêàçàíû ïðè óñëîâèè íàëè÷èè íàèáîëüøåãî

ýëåìåíòà. Â ñëó÷àå åñëè æå àëãåáðà Åðøîâà íå èìååò íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà, ðàíåå èñïîëüçîâàííûå ìåòîäû
íå ðàáîòàëè. Âî âñåõ ïðèâåäåííûõ òåîðåìàõ òàêèå ìåòîäû áûëè íàéäåíû.


