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СПЕКТР ЧАСТОТ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ И АНАЛИТИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА  
ПЕРВОЙ ЧАСТОТЫ ПЛОСКОЙ МОДЕЛИ КОНСОЛЬНОЙ ФЕРМЫ 

Выводится формула зависимости нижней границы основной частоты собственных колебаний ста-
тически определимой консольной фермы от числа панелей. Решетка фермы крестообразная. Масса 
фермы сосредоточена в ее узлах. Рассматриваются вертикальные колебания узлов. Усилия в стер-
жнях для вычисления матрицы жесткости конструкции по формуле Максвелла – Мора находятся 
методом вырезания узлов. Уравнения равновесия узлов составляются и решаются в символьной форме 
в системе компьютерной математики Maple. Для определения нижней границы первой собственной 
частоты конструкции используется метод Донкерлея. Приближенное аналитическое решение срав-
нивается с наименьшей частотой всего спектра частот колебаний, найденной численно. Сравнение 
показывает высокую точность полученной формулы. С увеличением числа панелей погрешность при-
ближенного решения уменьшается. Выявлены особенности спектра семейства ферм различного по-
рядка. Обнаружены две спектральные константы. 
	 Ключевые слова: ферма, Maple, индукция, число панелей, первая частота колебаний, нижняя 
оценка, спектральные константы.

Постановка задачи
Расчет собственных частот конструкций, инерционные свойства которых моделируются 

сосредоточенными массами, сводится к определению собственных чисел матрицы жесткости 
системы. Характеристическое уравнение высокого порядка в общем случае в аналитической 
форме не удается решить, поэтому на практике задача решается численно. Как правило, здесь 
используется метод конечных элементов [1-3]. Аналитические решения задачи о первой, наибо-
лее важной для практики, частоты получены для некоторых плоских [4, 5] и пространственных 
ферм [6-8] в постановке Донкерлея как нижняя оценка частоты. Реже используется метод Рэлея, 
дающий верхнюю оценку [9]. Особенно эффективны аналитические решения применительно к 
регулярным системам. В этом случае решение применяется к широкому классу подобных ферм, 
что позволяет не только рассчитать основную частоту колебаний, но и оптимизировать пара-
метры регулярности конструкций [10, 11]. Проблема существования статически определимых 
стержневых систем регулярного типа рассматривалась в [12-14]. Формулы для зависимости 
прогиба регулярных ферм от числа панелей методом индукции с применением систем компью-
терной математики получены в [15-17]. Консольные регулярные фермы рассчитаны в [8, 16-
18]. Аналитические зависимости прогиба регулярных, внешне статически неопределимых ферм 
получены в [19, 20]. Метод суперпозиции и разложение решения по собственным функциям в 
системе компьютерной математики Maple использовались в [21, 22] для нахождения аналитиче-
ских решений задач деформирования элементов строительных конструкций. 

В настоящей работе методом индукции выводится аналитическая зависимость первой ча-
стоты собственных колебаний плоской консольной фермы от числа панелей. Строится и анали-
зируется спектр множества регулярных ферм различного порядка.                

Расчетная модель
Плоская консольная ферма имеет прямолинейные пояса и крестообразную решетку  

(рис. 1). К вертикальной стенке ферма крепится на подвижном и неподвижном шарнирах. Дли-
на консоли L = an, где n — число панелей. Общее число стержней фермы вместе с тремя опор-
ными стержнями η = 4 (n+1). 
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Рисунок 1. Схема консольной фермы, n = 7

Стержни конструкции упругие. Усилия в стержнях, необходимые для расчета жесткости 
конструкции по формуле Максвелла – Мора, находятся в символьной форме из решения системы линейных 
уравнений равновесия узлов. Для этого в программу [23], составленную на языке символьной математики 
Maple, вводятся координаты узлов. Узлы нумеруются (рис. 2).

Рисунок 1. Схема консольной фермы, n = 7



ÑÒÐÎÈÒÅËÜÍÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ È ÐÀÑ×ÅÒ ÑÎÎÐÓÆÅÍÈÉ  ISSN 0039—238316

ДИНАМИЧЕСКИЕ РАСЧЕТЫ

№ 4  2023

Стержни конструкции упругие. Усилия в стержнях, необходимые для расчета жесткости 
конструкции по формуле Максвелла – Мора, находятся в символьной форме из решения систе-
мы линейных уравнений равновесия узлов. Для этого в программу [23], составленную на языке 
символьной математики Maple, вводятся координаты узлов. Узлы нумеруются (рис. 2).

Рисунок 2. Нумерация узлов и стержней, n = 6

Координаты узлов для произвольного числа панелей n имеют вид:
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направляющих косинусов усилий в стержнях при составлении системы уравнений равновесия узлов в 
проекциях на оси координат.

Расчет первой собственной частоты по методу Донкерлея
Так как по сделанному предположению все массы движутся только по оси y, то число степеней 
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Вычисление жесткости фермы по формуле Максвелла – Мора по результатам расчета усилий в 
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Обобщение этой последовательности методами Maple дает значения коэффициентов в (3):
( )( )( )1 3 2 1 / 3,C n n n n= + + + ( ) ( )2 3, .2 1 3 1C n n C n= + = + В результате получается искомая зависимость:
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свелла – Мора в предположении, что продольные жесткости EF всех стержней одинаковы:  

Рисунок 2. Нумерация узлов и стержней, n = 6

Координаты узлов для произвольного числа панелей n имеют вид:

1 1
( 1), 0, , 1,.., 1.

i i n i i n
x x a i y y h i n         

Порядок соединения стержней в шарнирные узлы задается списками номеров концов 
соответствующих стержней. Пояса имеют следующие списки номеров: [ , 1],

i
i i  

[ 1, 2], 1,..., .
i n

i n i n i n       Восходящие и нисходящие раскосы решетки кодируются списками:

2 3
[ 1, 1], [ , 2], 1,..., .

i n i n
i i n i i n i n           Эти данные необходимы для вычисления 

направляющих косинусов усилий в стержнях при составлении системы уравнений равновесия узлов в 
проекциях на оси координат.
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Обобщение этой последовательности методами Maple дает значения коэффициентов в (3):
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Обобщение этой последовательности методами Maple дает значения коэффициентов в (3):     
C1 = n(n+1)(n+2)(n+3)/3, C2 = 2n(n+1), C3 = 3(n+1). В результате получается искомая зависи-
мость:
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Оценить точность полученной оценки можно, сравнивая результат с численным, полученным как 
решение задачи о колебании системы с многими степенями свободы. В системе Maple есть оператор 
Eigenvalues из пакета LinearAlgebra для вычисления собственных чисел матрицы. 

Пример. Ферма с размерами а = 4 м, h = 3 м и массами m = 400 кг в узлах составлена из стальных 
стержней с модулем упругости МПа52,1 10E   и площадью сечений см23F  .

Кривые на графике (рис. 3) иллюстрируют зависимость первой частоты спектра, полученного
численно и по формуле (4). При увеличении числа панелей частота собственных колебаний уменьшается. 
Решение (4) дает нижнюю границу первой частоты. Для оценки точности формулы можно ввести величину 
относительной погрешности 

1 1
( ) /

D
     (рис. 4). Высота фермы влияет на величину погрешности, но 

в любом случае, если не считать небольшие скачки кривых при малом числе панелей, погрешность 
уменьшается с ростом числа панелей. Другая известная оценка, дающая оценку сверху и также 
допускающая аналитическое решение — оценка Рэлея [16], имеет значительно большую точность, однако
расчетные формулы по этому методу получаются не такими компактными, как (4).

Рисунок 3. Зависимость первой частоты от числа панелей по двум методам

Рисунок 4. Зависимость погрешности оценки Донкерлея от числа панелей.
I – h = 3 м; II – h = 4 м; III – h = 5 м

Помимо первой собственной частоты на практике бывает важно исследовать и высшие частоты. 
Численные расчеты показывают, что спектр частот рассматриваемой конструкции имеет интересную 
особенность. Если спектры частот ферм различного порядка отметить на одном графике так, чтобы точки, 
соответствующие частотам фермы одного порядка, были соединены отдельными линиями (рис. 5), то можно 
заметить, что для ферм различного порядка существуют совпадающие частоты – спектральные константы. 
На оси абсцисс k – номер частоты в спектре. В рассматриваемой задаче таких частот по крайней мере две –
287,7 Гц и 402,13 Гц, соответствующие прямым I и II. Наиболее интересна прямая II, означающая, что все
фермы семейства независимо от их порядка имеют одну и ту же высшую частоту. 
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Помимо первой собственной частоты на практике бывает важно исследовать и высшие частоты. 
Численные расчеты показывают, что спектр частот рассматриваемой конструкции имеет интересную 
особенность. Если спектры частот ферм различного порядка отметить на одном графике так, чтобы точки, 
соответствующие частотам фермы одного порядка, были соединены отдельными линиями (рис. 5), то можно 
заметить, что для ферм различного порядка существуют совпадающие частоты – спектральные константы. 
На оси абсцисс k – номер частоты в спектре. В рассматриваемой задаче таких частот по крайней мере две –
287,7 Гц и 402,13 Гц, соответствующие прямым I и II. Наиболее интересна прямая II, означающая, что все
фермы семейства независимо от их порядка имеют одну и ту же высшую частоту. 
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Помимо первой собственной частоты на практике бывает важно исследовать и высшие ча-
стоты. Численные расчеты показывают, что спектр частот рассматриваемой конструкции име-
ет интересную особенность. Если спектры частот ферм различного порядка отметить на одном 
графике так, чтобы точки, соответствующие частотам фермы одного порядка, были соединены 
отдельными линиями (рис. 5), то можно заметить, что для ферм различного порядка существуют 
совпадающие частоты – спектральные константы. На оси абсцисс k – номер частоты в спектре. 
В рассматриваемой задаче таких частот по крайней мере две – 287,7 Гц и 402,13 Гц, соответст-
вующие прямым I и II. Наиболее интересна прямая II, означающая, что все фермы семейства 
независимо от их порядка имеют одну и ту же высшую частоту. 

Рисунок 5. Спектры частот фермы

Заключение
Методом индукции в системе компьютерной математики выведена аналитическая зависи-

мость первой собственной частоты фермы от числа панелей. Формула зависимости получилась 
достаточно простой и с хорошей точностью. Более того, разница между аналитическим реше-
нием и численным, полученным для системы с многими степенями свободы, уменьшается с 
увеличением числа панелей. Построен и спектр частот конструкции. Обнаружены две спект-
ральные константы, одна из которых – верхняя граница частот ферм с произвольным числом 
панелей. Точность полученной нижней границы первой частоты позволяет использовать най-
денную оценку для предварительного расчета проектируемой конструкции и тестирования чи-
сленных решений. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ 22-21-00473.
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FREQUENCY SPECTRUM OF NATURAL OSCILLATIONS AND PLANAR MODEL CONSOLE TRUSS 
FIRST FREQUENCY ANALYTICAL EVALUATION
M.N. Kirsanov, National Research University “MPEI”; e-mail: c216@ya.ru

Abstract. A formula is derived for the dependence of the lower limit of the main natural frequency of a statically 
determined cantilever truss on the number of panels. The lattice of the truss is cruciform. The mass of the truss 
is concentrated in its nodes. Vertical vibrations of nodes are considered. The forces in the bars for calculating 
the stiffness matrix of the structure according to the Maxwell-Mohr formula are found by cutting out the nodes. 
Equilibrium equations for nodes are compiled and solved in symbolic form in the Maple computer mathematics 
system. To determine the lower limit of the first natural frequency of the structure, the Dunkerley method is used. 
The approximate analytical solution is compared with the lowest frequency of the entire spectrum of oscillation 
frequencies found numerically. The comparison shows the high accuracy of the resulting formula. As the number 
of panels increases, the error of the approximate solution decreases. Features of the spectrum of a family of 
trusses of different orders are revealed. Two spectral constants are found.
Key words: truss, Maple, induction, number of panels, first oscillation frequency, lower estimate, spectral 
constants
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