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ФОРМУЛЫ ДЛЯ РАСЧЕТА ПРОГИБА И УСИЛИЙ  

В ШПРЕНГЕЛЬНОЙ ФЕРМЕ  

С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ЧИСЛОМ ПАНЕЛЕЙ 
 

М.Н. Кирсанов 
Национальный исследовательский университет «МЭИ»,  г. Москва, РОССИЯ 

 

Аннотация:  Задача о прогибе плоской статически определимой фермы, имеющей две опоры и сложную 

решетку, решена  в системе компьютерной математики  Maple в символьной форме. Использован метод 

индукции и соответствующие операторы получения и решения рекуррентных уравнений. Найдены вы-

ражения для усилий в наиболее сжатых и растянутых стержнях. Проанализировано влияние распределе-

ния материала по стержням поясов фермы и решетки, зависимость прогиба от высоты фермы и числа па-

нелей. Получено асимптотическое приближение решения для случая пролета фиксированной длины и 

заданной нагрузке, равномерно распределенной по узлам нижнего пояса. 
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FORMULAS FOR COMPUTING OF DEFLECTION AND FORCES  

IN THE TRUSS WITH ARBITRARY NUMBER OF PANELS 
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Abstract: The problem of the deflection of the flat statically determinate truss, having two supports and a com-

plex lattice is solved in the system of computer mathematics Maple in symbolic form. The induction method and 

special operators receiving and solving recurrence equations are used to obtain the solution. The expression for 

forces in the most compression and tie rods are detected. Analyzed the  distribution of material along the rods of 

the belts, girders and lattice, dependence of a deflection of the height of the truss and the number of panels. The 

asymptotic approximation of the solution for the case of fixed span length and a given load, uniformly distribut-

ed over the nodes of the lower belt, is obtained. 
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

 

С развитием систем компьютерной матема-

тики (Maple, Mathematica, Maxima и др.) по-

явилась возможность на основе алгоритмов, 

ранее применяемых в численных расчетах, 

получать точные формульные решения задач 

механики, в том числе и механики стержне-

вых систем [1-3]. Ценность аналитического 

результата, помимо всего прочего, определя-

ется числом независимых параметров иссле-

дуемой конструкции. Для ферм это, как пра-

вило, размеры, свойство материала и нагруз-

ки. Получить в системе компьютерной мате-

матики конечную формулу, включающую в 

себя эти параметры, не составляет труда. До-

статочно уравнения равновесия составить не 

в численной, а в символьной форме; полу-

чить решение системы; и с помощью инте-

грала Мора вывести итоговую формулу для 

прогиба, если ставится такая задача. Ввести 

же в эту формулу число панелей можно дале-

ко не всегда. Во-первых, это возможно при 

условии регулярности схемы фермы с одним, 

реже с двумя натуральными числами, харак-

теризующими степень ее сложности. Простая 

балочная ферма с параллельными поясами и 

раскосной решеткой — пример такой регу-
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лярной конструкции. Число панелей — это 

параметр сложности системы. Во-вторых, 

специфика аналитических преобразований 

такова, что с увеличением числа стержней, а 

следовательно, и уравнений равновесия, вре-

мя преобразований растет значительно быст-

рее, чем это происходит для численных рас-

четов,  и, начиная с некоторого порядка си-

стемы уравнений, время счета настолько ве-

лико, что получить аналитическое решение 

практически невозможно. 

Обзор некоторых аналитических решений 

для плоских ферм содержится в  [4-6].  

 

 

2. ГЕОМЕТРИЯ ФЕРМЫ  

 

Рассмотрим балочную ферму с решеткой 

шпренгельного типа (рис. 1). В качестве па-

нели будем считать здесь ячейку периодич-

ности длиной 2a из семи стержней.   

В ферме с n панелями в половине пролета 

содержится  

 

m=16n+4 

 

стержней, включая три стержня, моделиру-

ющие опоры. Число узлов (шарниров) при 

этом равно 8n+2, следовательно, система 

статически определима. В такой ферме тра-

диционными способами, например, методом 

сечений,  можно  вычислить усилия не во 

всех стержнях. Для некоторых стержней  се-

чений Риттера не существует. Поэтапный 

метод вырезания узлов возможен, но чтобы 

добраться до стержней где-нибудь в сере-

дине пролета потребуется вырезать много 

узлов. При этом, как всегда, возникает по-

грешность вычислений, неизбежная в ре-

зультате накопления ошибок округления. 

Поэтому наиболее простым и точным спосо-

бом решения задачи определения усилий в 

стержнях остается аналитический метод с 

использованием метода индукции, который и 

предлагается применить в данной задаче. 

Основываясь на алгоритме [7], реализован-

ном на языке Maple (хотя на этом этапе ре-

шения задачи вполне допустимы любые дру-

гие языки программирования), найдем уси-

лия в стержнях фермы. Введем данные о ко-

ординатах узлов в программу. Выберем 

начало координат в левой подвижной опоре. 

Пронумеруем узлы и стержни (рис. 2).  

Имеем следующие координаты узлов: 
 

4 1 4 1

6 1 6 1

( 1), 0, 1,..., 4 1,

(2 1), , 1,..., 2 ,

2 ( 1), 2 , 1,..., 2 1.

i i

i n i n

i n i n

x a i y i n

x a i y h i n

x a i y h i n

   

   

    

   

    

 

 

Порядок соединения стержней и узлов зада-

дим по аналогии с заданием вершин и ребер 

графа условными векторами, координаты ко-

торых соответствуют номерам конечных шар-

ниров стержня. Для стержней поясов имеем: 

 

4

6

[ , 1)], 1,..., 4 ,

[ 6 1, 6 2], 1,..., 2 ,

[2 1, 6 1], 1,..., 2 1,

i

i n

i n

V i i i n

V i n i n i n

V i i n i n





  

     

     

 

 

Стержни решетки заданы векторами: 

 

8 1 [2 , 4 1], 1,...,2 ,i nV i i n i n       

10 1

11 1
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14 1

15 1

[2 1, 4 1)],
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Для вычисления направляющих косинусов, 

являющихся коэффициентами уравнений 

равновесия узлов в проекциях, вычислим 

длины стержней и проекции их условных 

векторных представлений на оси координат: 

 

2, 1,

2, 1,

2 2
1, 2, 1,

2,

, ,

, 1,..., .

i i

i i

i i i i V V

i V V

l l l l x x

l y y i m
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Рисунок 1. Ферма, n=3. 

 

 
Рисунок 2. Номера стержней и узлов, n=2. 

 

В номере ,j iV   индекс j принимает значения 1 

или 2 и соответствует номеру компоненты 

вектора iV ,  второй – номеру стержня. Мат-

рица направляющих косинусов   имеет сле-

дующие элементы:  

 

, , / ,k i j i iG l l  ,22 2 ,ik V j   ,sk n

1,2,j   , , / ,k i j i iG l l ,12 2 ,ik V j     

, 1,2,k m j  1,..., .i m  

Система уравнений равновесия узлов имеет 

вид  

 

,S BG  

 

где 1{ ,..., }mS S S  – вектор усилий, B  – век-

тор внешних нагрузок. Для определения 

прогиба фермы используем интеграл Мора, 

 
3

( ) (1)

1

/ ( )
m

P

i i i i

i

P S S l EF




   , 

 

где суммирование ведется только по стерж-

ням фермы и обозначено: (1)

iS  — усилия от 

единичной силы, приложенной к середине 

нижнего пояса (узел 2n+1, рис. 2), ( )P

iS — 

усилия  в стержнях от заданной нагрузки, 
il

—  длины стержней. Жесткости стержней 

iEF  в общем случае разные. Пусть площади 

сечений верхнего и нижнего пояса выража-

ются через некоторую условную (можно и 

единичную) площадь: 
1/iF F  , 1,...,6i n . 

Площади сечений всех стержней решетки 

имеют вид: 
2/iF F  , 6 1,..., 3i n m   . По-

следовательный аналитический расчет ферм 

с увеличивающимся всякий раз числом па-

нелей выявил, что формула для прогиба име-

ет один и тот же вид: 

 

            
3 3 3

1 2

2

( )

2

n n nA a H h C c
P

h EF

  
  ,        (1) 

 

отличаясь только коэффициентами при сте-

пенях (кубах) размеров a, h и  
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2 2c a h  . 

 

Для того, чтобы найти общий член последо-

вательности коэффициентов  4, 58, 282, 876, 

2120, 4374, 8078, 13752, 21996, 33490 при 3a
необходимо с помощью специального опера-

тора rgf_findrecur найти рекуррентное урав-

нение, которому удовлетворяет эта последо-

вательность 

 

1 2 3 4 55 10 10 5n n n n n nA A A A A A         , 

 

а затем решить его, используя оператор 

rsolve. Решение имеет вид 

 
3(10 5 3) / 3nA n n n   . 

 

Аналогично получаем выражения для других 

коэффициентов: 

 
24( 1), (4 1).n nH n n C n n      

 

 
 

3. АНАЛИЗ  ПРОГИБА 

 

Рассмотрим случай фермы с заданным про-

летом L и произвольным числом панелей, 

так что  

 

/ (4 )a L n . 

 

Аналитическая форма решения позволяет 

наглядно выявить некоторые его  особенности. 

Зафиксируем также общую нагрузку на ферму 

 

(4 1)sumP n P  . 

 

Введем обозначение для безразмерного про-

гиба  

 

' / ( )sumEF P L   . 

 

На рисунке 3 при 
1 2 1    и L=50 м даны 

кривые зависимости прогиба (1) от числа па-

нелей, показывающие, что в данной поста-

новке решение имеет явно выраженный экс-

тремум, зависящий от высоты фермы. Это 

дает возможность проектировщику выбрать 

оптимальное число панелей. Кроме того за-

метны и асимптоты кривых. Для аналитиче-

ского их выражения 
0' kn     вычислим 

пределы: 

 

2lim '/ /
n

k n h L


   , 

3 3 2

0 1 2lim( ' ) (5 288 ) / (768 ).
n

kn L h Lh 


       

 

Интересно отметить, что угол наклона 

асимптоты зависит только от жесткости ре-

шетки 
2 , высоты h и пролета L. Зависи-

мость прогиба от высоты фермы (рис.4) так-

же обнаруживает экстремум. С увеличением 

жесткости решетки (уменьшение 
2 ) опти-

мальная по жесткости высота фермы увели-

чивается. 

 

 

4. УСИЛИЯ В СТЕРЖНЯХ 

 

Для определения закономерности образова-

ния коэффициентов в усилиях стержней по-

требовалась последовательность расчетов 

меньшей длины. Индукция по результатам 

шести ферм с числом панелей от 1 до 6 дает 

общую формулу для наиболее растянутого 

стержня в середине нижнего пояса 

 
( ) 2

2 /P

nS Pn a h . 

 

Аналогично, формула для усилия в наиболее 

сжатом стержне середины верхнего пояса 

имеет вид: 

 
( ) 2

5 (2 1) / (2 ).P

nS P n a h    
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Рисунок 3. Зависимость прогиба от числа панелей. 

 

 
Рисунок 4. Зависимость прогиба от высоты фермы.
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