
Вывод формулы для прогиба внешне статически неопределимой плоской 

фермы под действием нагрузки в середине пролета 

УДК 624.031 

 
Астахов Сергей Владимирович 
канд. тех. наук, старший преподаватель кафедры «Робототехника, мехатроника, динамика и 
прочность машин» ФГБОУ ВПО Национальный исследовательский университет «МЭИ», 
член Национального комитета России по теоретической и прикладной механике; 
111250 (г. Москва, ул. Красноказарменная, 14); 
e-mail: nccl@mail.ru 
 
Аннотация: Выведены формулы для прогиба плоской статически определимой фермы. 
Усилия в стержнях фермы находятся методом вырезания узлов в системе компьютерной 
математики Maple. Для вычисления прогиба применяется формула Максвелла – Мора. 
Обобщение решений на произвольное число панелей выполняется методом индукции. Для 
решения рекуррентных уравнений используются операторы Maple. Найдены формулы для 
усилий в критических стержнях и реакции опор. 
 
Ключевые слова: Ферма, прогиб, индукция, реакции опор, формула Максвелла- Мора, 
Maple 
 
THE DERIVATION OF FORMULA FOR DEFLECTION OF STATICALLY 
INDETERMINATE EXTERNALLY FLAT TRUSS UNDER LOAD AT 
MIDSPAN 
 
Astakhov Sergey Vladimirovich 
Candidate of technic science, assistant of professor of the chair "Robotics, mechatronics, dynamics 
and strength of machines" National research University "MPEI"; 
111250 (Moscow, Krasnokazarmennaya str, 14); 
e-mail: nccl@mail.ru 
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 Выведем формулу зависимости прогиба фермы (рис. 1) от ее размеров, 

нагрузки и числа панелей. Особенность рассматриваемой фермы состоит в ее 

внешней статической неопределимости. В ферме четыре внешние связи, 

реакции которых можно найти только из рассмотрения всей системы уравнений 

равновесия узлов конструкции. В ферме m панелей в боковых частях и 2n 



панелей в ригеле. Всего в ферме с крестообразной решеткой N= 8(m+n) 

стержней и 4(m+n) узлов. 

 

Рис.1. Ферма при  n=3, m=4 

Опишем алгоритм вывода формулы для прогиба фермы под действием 

вертикальной силы в середине пролета. Согласно формуле  Максвелла - Мора 
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для определения прогиба необходимо знать усилия  iS  от действия единичной 

внешней нагрузки. Здесь обозначено: il  — длины стержней, EF — жесткость 

стержней. Жесткость в первом приближении принимается одинаковой для всех 

стержней. Усилия рассчитываем по программе [1] методом вырезания узлов. 

Программа написана на языке символьной математики Maple и позволяет 

получать решение, как в символьном, так и в численном виде. Отметим только, 

что символьные преобразования в этой системе выполняются значительно 

медленней. При большом числе стержней скорость преобразований падает 

настолько, что получить непосредственно аналитическое решение для ферм с 

30-40 панелями практически не реально даже на достаточно мощных 

компьютерах. Единственный известный метод для получения решения  — 

метод индукции, развитый в [2-21] для плоских и в [22-26] для 

пространственных систем. В [27-29] для получения линий влияния применялся 

метод двойной индукции, т.е. индукции в два этапа. Сначала для системы, 

обладающей двумя независимыми натуральными параметрами, задающими 

геометрию фермы, проводится индукция по одному параметру при 



фиксированном другом и выводится формула, в которой второй параметр 

задан, затем по серии таких решений для разных последовательно 

увеличивающихся вторых параметрах находится формула, обобщающая серию 

формул, полученных индукцией по первому параметру. 

 Координаты узлов зададим в циклах. Расположим  начало координат  в 

левой опоре. Ввод выглядит так: 

> for i to m do y[i]:=(i-1)*b: y[i+m+2*n+1]:=m*b-(i-1)*b-

b: od: 

> for i to 2*n+1 do y[i+m]:=m*b; od: 

> for i to r do x[i]:=(i-1)*a: od: 

> for i to r-2 do   

>  x[i+r]:=i*a: y[i+r]:=y[i+1]+h;  

> od: 

 Здесь обозначено r:=2*m+2*n+1. Решетка фермы задается 

специальными векторами q, соответствующими стержням, и содержат  номера 

концов этих стержней:  

> for i to r-1 do q[i]:=[i,i+1];od: 

> for i to r-3 do q[i+r-1]:=[i+r,i+1+r]; od: 

> for i to m do  

   q[i+2*r-4]:=[i,i+r]; 

   q[i+2*r-4+m]:=[i+2*n+m+1,i+3*m+4*n];  

 od:           

> for i to m-1 do   

   q[i+2*r-4+2*m]:=[i+2,i+r]; 

   q[i+2*r-5+3*m]:=[i+2*n+m,i+3*m+4*n+1];  

 od: 

> for i to 2*n do    

>   q[i+2*r-5+4*m-1]:=[i+m,i+3*m+2*n+1];  

>   q[i+2*r-5+4*m-1+2*n]:=[i+m+1,i+3*m+2*n];  



> od: 

Далее составляется система уравнений равновесия методом вырезания 

узлов.  Элементами матрицы являются направляющие косинусы стержней. В 

нечетные строки  матрицы записаны косинусы с горизонтальной осью  x, в 

четные – косинусы с осью y. В правой  части системы содержатся компоненты  

внешней нагрузки.  

 Пусть h=b, m=2. Результаты расчетов показывают, что формула для 

прогиба имеет один и тот же вид при всех n 

                             3 3 3 2 )( ) / (8n n nuEF P A a C c U h     ,                                      (1) 

где 2 2c a b  , 2 2( )u a b h    — длины раскосов. Расчет 16 ферм дает 

следующую последовательность коэффициентов  при 3a : 18, 16, 148, 128, 518, 

464, 1256, 1152, 2490, 2320, 4348, 4096, 6958, 6608. Воспользуемся оператором 

системы Maple rgf_findrecur из пакета  genfunc. Этот оператор 

возвращает рекуррентное уравнение, которому удовлетворяют члены 

последовательности: 

1 2 3 4 5 6 7  3 3 3 3n n n n n n n nA A A A A A A A             . 

 С помощью оператора rsolve найдем решение: 

3 28 / 3 (1 5( 1) ) ( 1) / 2 35 / 6 3(( 1) / 2 1) / 2n n n
nA n n n n          . 

 Аналогично получаем и другие коэффициенты 

4 2( 1) 6, (1 ( 1) ) / 2.n n
n nC n U        

Рекуррентные уравнения для этих коэффициентов оказались намного 

проще, а необходимая для выявления закономерности длина 

последовательности меньше. Проверкой решения является численный счёт по 

этой же программе в численной (значительно более быстрой) моде.  

Полученное решение легко обобщить на случай разных жесткостей стержней. 

Так, если жесткость стержней длинной a обозначить 1 1EF k EF , жесткость 



стержней длиной c 2 2EF k EF , а раскосов длиной u 3 3EF k EF , то искомая 

формула приобретет вид 

3 3 3 2
1 2 3/ / / )( ) / (8n n nk k u kEF P A a C c U h    . 

Кривые полученного решения (рис. 2) при фиксированной длине пролета 

L=2an=100 м показывают, что решение заметно зависит от четности числа 

панелей. Обозначен безразмерный прогиб ' / ( )EF PL   .  С увеличением 

числа панелей прогиб немонотонно растет. Имеется наклонная асимптота, 

тангенс угла которой дает следующий предел  lim '/ / 2
n

n b


  .  

 
Рис.3. Зависимость прогиба от числа панелей, L=100м  

С увеличением высоты фермы прогиб естественным образом 

уменьшается (рис.4).  Зависимость эта оказывается плавной, без экстремумов и 

асимптот.  

 



 
Рис.4. Прогиба фермы как функция высоты b при  L=100м  

 

 Для расчета фермы на устойчивость и прочность стержней необходимо 

знать усилия в наиболее растянутых и сжатых элементах. В данной 

конструкции это средние стержни в нижнем и верхнем поясе. Методом 

индукции обработкой результатов всего 8 ферм получим выражение для усилия 

в сжатом стержне (рис. 1) 

( )  (2 1 ( 1) ) / (4 ).nS P n a b       

Усилие в наиболее растянутом стержне 

( ) (4 5 3( 1) ) / (8 )nS P n a b     . 

 Заметим, что методом сечений эти усилия найти нельзя. Аналогично 

находим горизонтальную составляющую реакции опоры 

(3 ( 1) ) / (8 ).nX P a b    



 Вертикальная составляющая очевидно равна P/2. Аналитические обзоры 

решений для прогиба плоских статически определимых ферм методом 

индукции по программе [1] приведены в  [30,31]. 
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