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Рис. 2. Уровень развития логического мышления
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DIAGNOSTICS OF THE LEVEL OF DEVELOPMENT OF LOGICAL THINKING OF STUDENTS IN THE PROCESS OF
LEARNING GEOMETRY
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The article deals with the development of logical thinking in the study of plane geometry, cited results of diagnostic examina-
tions for the level of education of logical thinking.
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Ферма с одной неподвижной шарнирной и тремя подвижными опорами имеет двойную крестообраз-
ную решетчатую структуру. Показано, что при некоторых значениях числа панелей определитель си-
стемы уравнений равновесия узлов вырождается. Выводятся аналитические зависимости прогиба от
числа панелей. Уравнения для определения усилий в стержнях решаются в символьной форме в системе
компьютерной математики Maple. Применяется формула Максвелла - Мора и метод индукции для по-
лучения общего решения.

Ключевые слова: ферма, прогиб, формула Максвелла-Мора, Maple.
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1. Введение

Расчет жесткости фермы, оцениваемой, как правило по перемещению ее узлов под действи-
ем нагрузок, выполняется в большинстве случаев численно в стандартных пакетах, основанных на
методе конечных элементов. С появлением и развитием систем компьютерной математики (Maple,
Mathematica, Derive, Reduce и др.) стало возможным выводить аналитические зависимости с доста-
точно широкой областью применения таких решений.

Ценность расчетных формул для решения задач строительных конструкций определяется чис-
ломнезависимыхпараметров задачи. Формулыдля расчета какой-либо определенной конструкции,
содержащие только размеры, величину нагрузки конкретного вида и данные о свойстве материала,
выводятся в системах символьной математики просто и практической ценности не имеют. Чем об-
щее формула, тем больше ее значение. Самое сложное ввести в формулу некоторые целочисленные
параметры, которые характеризуют число панелей или число каких-нибудь периодических струк-
тур. Методом индукции в работах [1-6] получены решения для плоских ферм. Консольные фермы
проанализированы аналитически в [7-9]. Задачи о прогибе ферм решетчатого вида решены в [10-
18]. Есть и решения для статически неопределимых регулярных решеток [19]. Фермы арочного вида
рассчитаны аналитически в [20-27]. Применим метод индукции и в пространственных задачах [28-
35], а также для внешне неопределимых ферм [35,36].

2. Расчет

В настоящей работе на основе программы [38], использованной в [2] и многих других работах,
для нахождения усилий в стержнях статически определимых фермах и упомянутого метода индук-
ции выводятсяформулыдля прогиба центрального узла плоскойфермы (рис. 1). Ферма с nпанелями
(считаются по нижнему поясу) содержит m=4n+18 стержней и 2n+9 сочленяющих узлов.

Рис. 1. Ферма при значениях n = 2k = 4

Конструкция внешне статически неопределима. Из трех уравнений равновесия конструкции
в целом найти пять реакций невозможно. Это вытекает из того, что в свободная от опор ферма не
является жестким телом, имея две степени свободы. Поэтому для определения реакций опор тре-
буется полный расчет фермы с вырезанием всех узлов и составлением общей системы равновесия.
Фермы с похожей решеткой рассчитаны аналитически в [39,40].

1. Рассмотрим решение задачи о действии сил на половину пролета по нижнему поясу. В про-
грамму [2] вводятся координаты узлов, порядок соединения стержней и узлов. Результатом расчетов
являются аналитические выражения для усилий.

Вертикальное смещение (прогиб) вычисляется по формуле Максвелла – Мора

∆= P
m−5∑

i=1
S2

i li /(EF ),

где Si — усилия в стержнях фермы от действия единичной нагрузки P, li — длины стержней, EF —
жесткость стержней (принята одинаковой для всех стержней). Принимается четное число панелей
n=2k. Суммирование ведется по всем стержням, кроме опорных. В процессе счета было замечено,
чтопри k=2,5,8... определитель системыуравненийравновесия обращается вноль, что соответствует
кинематической изменяемости конструкции [11].
Чтобы исключить недопустимые значения из метода индукции для параметра k выбирается закон
изменения k = ((−1) j +6 j −1)/4, j = 1,2,3...

Выражение для прогиба имеет вид

EF∆= P (A j a3 +C j c3)/(2h2), (1)
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где c =
p

h2 +a2.
Рассчитаем коэффициенты в (1) от нагрузки по нижнему поясу при нагрузке от 3-го узла, до

узла (6 j +15+ (−1) j )/4 (рис.1). Методом индукции получены коэффициенты

A j = (4 j 3 +6(1+ (−1) j ) j 2 +2(4+3(−1) j ) j + (−1) j +5)/2,

C j = (6 j + (−1) j +5)/2.

Для нахождения этих зависимостей из решений для ферм с числом панелей от 1 до 14 были
выявлены последовательности коэффициентов перед кубами линейных размеров a и c:

1. Для размера а: 5, 57, 59, 255, 257, 693, 695, 1467, 1469, 2673, 2675, 4407, 4409, 6765, 6767, 9843;

2. Для размера с: 5, 9, 11, 15, 17, 21, 23, 27, 29, 33, 35, 39, 41, 45, 47, 51.

Для последовательностей меньшей длины закономерность не определялась. Оператор
rgf_findrecur из пакета genfunc системы Maple по этим данным дал однородное линейное рекур-
рентное уравнение, которому удовлетворяют члены последовательностей:

A j = A j−1 +3A j−2 −3A j−3 −3A j−4 +3A j−5 + A j−6 − A j−7.

Такое же уравнение получилось и для коэффициента ! j . График зависимости безразмерного
прогиба фермы ∆′ = ∆EF /(P0L) при в данном случае при a = L/(4n) от числа панелей представлен на
рис. 2.

Рис. 2. Зависимость прогиба фермы от числа панелей, L = 100 м

2. Аналогично, рассчитаем в (1) коэффициенты от нагрузки по верхнему поясу (рис. 3).

Рис. 3. Нагрузка по верхнему поясу n = 2k = 4

Отметим, что расчет проводился отдельно для узлов фермы с четными и нечетными по счету
порядковыми номерами соответственно.

2.1.Методом индукции при нагрузке в узлах фермы с четными порядковыми номерами (с 2-го
до 20-го) получено:

A j = 32 j 4 +64 j 3 −12 j 2 −44 j +15,

! j =
(
4 j 2 +4 j −3

)
/3.

Для этого из решений для ферм с числом панелей от 1 до 14 были выявлены последовательно-
сти коэффициентов перед кубами линейных размеров a и с:

1. Для размера а: 55, 903, 4095, 11935, 27495, 54615, 97903, 162735, 255255, 382375;

2. Для размера с: 15, 63, 135, 231, 351, 495, 663, 855, 1071, 1311.
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Оператор rgf_findrecur из пакета genfunc системы Maple по этим данным дал рекуррентные
уравнения, которым удовлетворяют члены последовательностей:

A j = 5A j−1 −10A j−2 +10A j−3 −5A j−4 + A j−5;

C j = 3C j−1 −3C j−2 +C j−3.

Общая формула для расчета прогиба имеет вид:

EF∆= P (A j a3 +C j c3)/
(
(2h2)( j +1)

)
.

2.2. Аналогично, методом индукции при нагрузке в узлах фермы с нечетными порядковыми
номерами (с 3-го до 19-го) получено:

A j = 64 j 5 +160 j 4 +40 j 3 −92 j 2 −6 j +25;

! j = 24 j 3 +44 j 2 +2 j +1.

Для этого из решений для ферм с числом панелей от 1 до 14 были выявлены последовательно-
сти коэффициентов перед a3 и c3:

1. Для параметраа: 191, 4573, 28771, 107585, 302695, 710341, 1469003, 2767081, 4850575, 8030765,
12691891, 19298833, 28404791, 40658965;

2. Для параметра с: 71, 373, 1051, 2249, 4111, 6781, 10403, 15121, 21079, 28421, 37291, 47833, 60191,
74509.

Оператор rgf_findrecur из пакета genfunc системы Maple по этим данным дал рекуррентные
уравнения, которым удовлетворяют следующие члены последовательностей:

A j = 6A j−1 −15A j−2 +20A j−3 −15A j−4 +6A j−5 − A j−6;

C j = 4C j−1 −6C j−2 +4C j−3 −C j−4.

Формула расчета прогиба имеет следующий вид:

EF∆= P (A j a3 +C j c3)/
(
(2h2)(2 j +1)2) .

3. Выводы

Получены аналитические выражения для зависимости прогиба от числа панелей при несим-
метричном загружении фермы. Аналогичное решение для простой балочной фермы также с ис-
пользованием метода двойной индукции было получено ранее [6]. Здесь же решена несколько более
сложная задача о ферме, допускающей кинематическую изменяемость. Трудности возникли из-за
невозможности в отдельных случаях получить зависимости для произвольного случая. Задачу при-
шлось разделить на две — для четного числа k, связанного с числом панелей, и для нечетного.

Обзор работ, использующих метод индукции для вывода аналитических зависимостей для
плоских ферм, дан в [41, 42, 43].
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FORMULAS FOR DEFLECTION OF MULTI-LATTICE TRUSS WITH ASYMMETRIC LOADING

N.A. Belyankin, A.Yu. Boyko, A.A. Plyasova

A truss has one fixed hinged and three movable supports and a double cross-shaped lattice structure. Analytical dependences
of the deflection on the number of panels are derived. It is shown that for some values of the number of panels, the determinant
of the system of equilibrium equations for nodes degenerates. Equations for determining the forces in rods are solved in
symbolic form in the system of computer mathematics Maple. The Maxwell-Mohr formula and the method of induction are
used to obtain a general solution.
Keywords: truss, deflection, Maxwell-Mohr formula, Maple.
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