
ÓÄÊ 624.04

Ì.Í. ÊÈÐÑÀÍÎÂ

ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÐÀÑ×ÅÒ
ÏÐÎÃÈÁÀ ØÀÐÍÈÐÍÎ-ÑÒÅÐÆÍÅÂÎÉ ÐÀÌÛ
Ñ ÏÎÄÂÅÑÍÛÌÈ ÝËÅÌÅÍÒÀÌÈ
È ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÛÌ ×ÈÑËÎÌ ÏÀÍÅËÅÉ

Ïðèâîäèòñÿ âûâîä àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ïðîãèáà ôåðìû ðàìíîãî òèïà ñ ïîä-
âåñíûì íèæíèì ïîÿñîì îò ÷èñëà ïàíåëåé â ðèãåëå è îïîðàõ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñ-
ïîëüçóþòñÿ ñèñòåìà êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè Maple è ìåòîä äâîéíîé èíäóêöèè.
Ãðàôèêè ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåé ïîêàçûâàþò íàëè÷èå ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê. Îá-
íàðóæåí ñëó÷àé êèíåìàòè÷åñêîé èçìåíÿåìîñòè êîíñòðóêöèè. Ïðèâåäåíà ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ñõåìà âîçìîæíûõ ñêîðîñòåé. Èññëåäîâàíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ.
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Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ ñõåìó ñîñòàâíîé ïëîñêîé ðàìû ñ êðåñòîîáðàçíîé
ðåøåòêîé (ðèñ. 1). ×èñëî ïàíåëåé â ðèãåëå 2n, â áîêîâûõ îïîðàõ – ïî m.
×àñòè ðàìû ñîåäèíåíû øàðíèðîì C. Êîíñòðóêöèÿ èìååò îäíó íåïîäâèæ-
íóþ øàðíèðíóþ îïîðó è òðè ïîäâèæíûõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà âíåøíå
ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìà – èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ êîíñòðóêöèè â öåëîì
íàéòè ðåàêöèè îïîð íå óäàåòñÿ. Âñåãî â ôåðìå n n ms = + +12 8 18 ñòåðæíåé,
âêëþ÷àÿ ïÿòü ñòåðæíåé, ìîäåëèðóþùèõ îïîðû. Ýòè ñòåðæíè â ðàñ÷åòå
óñëîâíî ñ÷èòàþòñÿ íåäåôîðìèðóåìûìè.

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü ïðîãèáà êîíñòðóêöèè îò åå ðàçìå-
ðîâ, ÷èñëà ïàíåëåé è íàãðóçêè. Ôåðìà ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìà òîëüêî âíåø-
íå, ÷èñëî ñòåðæíåé â íåé (âêëþ÷àÿ îïîðíûå) âäâîå áîëüøå ÷èñëà âíóòðåííèõ
øàðíèðîâ, ïîýòîìó, ñîñòàâëÿÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âñåõ óçëîâ, ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, èç êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ êàê óñèëèÿ â ñòåðæíÿõ,
òàê è ðåàêöèè îïîð. Åñëè äëÿ ðåøåíèÿ ïðèâëå÷ü êàêóþ-ëèáî ñèñòåìó ñèì-
âîëüíîé ìàòåìàòèêè, íàïðèìåð, Maple, òî ïîëó÷åííûå ôîðìóëû äëÿ óñèëèé
ïîçâîëÿò âûâåñòè è ôîðìóëó äëÿ ïðîãèáà. Ðÿä ðåøåíèé äëÿ ôåðì ñ ðàçíûìè
n è m ìåòîäîì èíäóêöèè ñ ïðèìåíåíèåì îïåðàòîðîâ ñèñòåìû Maple ìîãóò
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Ðèñ. 1. Ôåðìà, m n= =4 8,



áûòü îáîáùåíû íà ïðîèçâîëüíûé ñëó÷àé, ÷òî ñîñòàâëÿåò îñíîâíóþ öåëü ðà-
áîòû. Ðàíåå òàê áûëè ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ äëÿ ïëîñêèõ ñòàòè÷åñêè îïðåäåëè-
ìûõ àðî÷íûõ ôåðì [1–6], ðåøåò÷àòûõ [7–14] è ïðîñòðàíñòâåííûõ ôåðì [15].

Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ óçëîâ ôåðìû
âîñïîëüçóåìñÿ ïðîãðàììîé [16]. Â ïðîãðàììó ââîäÿòñÿ êîîðäèíàòû óçëîâ,
ïîðÿäîê ñîåäèíåíèÿ ñòåðæíåé (ïî àíàëîãèè ñ ââîäîì ãðàôà â äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêå), íàãðóçêè. Ïåðâûå æå ðàñ÷åòû óñèëèé ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ÷åòíûõ
çíà÷åíèé n ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ âûðîæäàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
êèíåìàòè÷åñêîìó âûðîæäåíèþ ñàìîé êîíñòðóêöèè – íåçàâèñèìî îò äåéñò-
âóþùåé íàãðóçêè øàðíèðû ôåðìû ïðèîáðåòàþò íåêîòîðûå ñêîðîñòè. Ïîä-
òâåðæäåíèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ êàðòèíà âèðòóàëüíûõ ñêîðîñòåé (ðèñ. 2).

Ïðè ýòîì ÷àñòü ñòåðæíåé îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé. Ñòåðæíè a èìåþò
ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå, b – âðàùàòåëüíîå âîêðóã ìãíîâåííûõ öåíòðîâ
ñêîðîñòåé K è N, g – âðàùàòåëüíîå. Ñîîòíîøåíèå ñêîðîñòåé: v a u c/ /= ,

ãäå c a h= +2 2 – äëèíà ðàñêîñà. Òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé èìåþò

ôåðìû ïðè äðóãèõ íå÷åòíûõ ÷èñëàõ ïàíåëåé â ðèãåëå n. Äàëåå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ êîíñòðóêöèè òîëüêî ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ïàíåëåé n k k= =2 1 2 3, , , ...

Ðàñïðåäåëåíèå óñèëèé â ñòåðæíÿõ, ïîëó÷åííîå ãðàôè÷åñêèìè ñðåäñòâà-
ìè Maple, ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 3. Êðàñíûì öâåòîì âûäåëåíû ðàñòÿíóòûå
ñòåðæíè, ñèíèì – ñæàòûå. Òîëùèíà ëèíèé ïðîïîðöèîíàëüíà ìîäóëþ óñèëèé.
Öèôðàìè óêàçàíû óñèëèÿ, îòíåñåííûå ê íàãðóçêå P. Èíòåðåñíî îòìåòèòü íå-
ñêîëüêî íåîæèäàííûé ðåçóëüòàò. Â âåðõíåì ïîÿñå ðèãåëÿ åñòü ðàñòÿíóòûå
ñòåðæíè, à â íèæíåì – ñæàòûå, à ïîäâåñíîé íèæíèé ïîÿñ èìååò çíà÷èòåëüíîå
ðàñòÿãèâàþùåå óñèëèå.

Ïðîãèá (âåðòèêàëüíîå ñìåùåíèå ñðåäíåãî øàðíèðà C) âû÷èñëèì ïî
ôîðìóëå Ìàêñâåëëà – Ìîðà
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Ðèñ. 2. Ñõåìà âîçìîæíûõ ñêîðîñòåé èçìåíÿåìîé ôåðìû, m n= = 1

Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå óñèëèé â ñòåðæíÿõ, m = 2, n = 2k = 4, h = 1 ì, a = 3 ì



ln – äëèíà ñòåðæíÿ, EF – æåñòêîñòü ñòåðæíÿ. Ïëîùàäè ñå÷åíèé è ìîäóëè
óïðóãîñòè âñåõ ñòåðæíåé ïðèíÿòû îäèíàêîâûìè. Ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî
âñåì ñòåðæíÿì ôåðìû, êðîìå ïÿòè îïîðíûõ. Ðàñ÷åò ïðîãèáà ïðè ðàçíûõ n è m

ïîêàçàë, ÷òî ôîðìà ðåøåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ

D = + +P C a C c C h EFh( )/( ).1
3

2
3

3
3 2 (2)

Ìåíÿþòñÿ ëèøü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ. Âûâîä çàâèñèìîñòè êîýôôè-
öèåíòîâ îò ÷èñëà ïàíåëåé ïðîâåäåì â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà, ôèêñèðóÿ m = 1,
íàéäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé C1: 86, 732, 2892, 8000, 17970, 35196,
62552, 103392...

Îïåðàòîð rgf_findrecur ñèñòåìû Maple íàõîäèò ðåêóððåíòíîå óðàâíåíèå,
êîòîðîìó äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

C C C C C Ck k k k k k1 1 1 1 2 1 3 1 4 1 55 10 10 5, , , , , , .= - + - +- - - - - (3)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) äàåò îïåðàòîð rsolve

C k k k k1
3 240 78 46 8 2= + + +( ) / .

Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ýòî ðåøåíèå ïðè m = 2, 3, 4..., ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ôîðìóëû:
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Îáîáùàÿ ðåøåíèÿ ïî m, à äëÿ íîðìàëüíîé ðàáîòû ïîòðåáóåòñÿ äåñÿòü òà-
êèõ ôîðìóë, ïîëó÷èì â èòîãå

C k k k km m m
1

3 240 70 8 1 37 9 1 6 2 1 2= + - - + - - + - -( ( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ) / . (4)

Äëÿ êîýôôèöèåíòà C 2 óðàâíåíèå – òàêîå æå, êàê (3), à äëÿ C 3 – íåìíîãî
ïðîùå
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû êàê ôóíêöèè n è m:
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(5)

Ôîðìóëà (2) ñ êîýôôèöèåíòàìè (3), (5) äàåò ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çà-
äà÷è. Äëÿ ïðîâåðêè ðåøåíèÿ ìîæíî, âî-ïåðâûõ, ïðè âûâîäå ïîìåíÿòü ïîðÿ-
äîê èíäóêöèè ïî m è n, âî-âòîðûõ, ïðîâåðèòü åãî ÷èñëåííî. Çäåñü ÷èñëåííàÿ
ïðîâåðêà ïðîâîäèëàñü â òîé æå ïðîãðàììå, íî â ÷èñëåííîé ìîäå ïðè êîíêðåò-
íûõ m è n.

Àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìà ðåøåíèÿ óäîáíà íå òîëüêî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â
ðàñ÷åòàõ, íî è äëÿ àíàëèçà. Ïîñòðîèì êðèâûå ïîëó÷åííîé çàâèñèìîñòè îòíî-
ñèòåëüíîãî ïðîãèáà îò ÷èñëà ïàíåëåé k ïðè ôèêñèðîâàííîé äëèíå ïðîëåòà
è ñóììàðíîé âåëè÷èíå íàãðóçêè Psum . Äëÿ ýòîãî ïðèìåì: ¢ =D DEF P L/( )sum ,
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a L n= +( )2 1 , P P n= sum /( )2 . Çàâèñèìîñòè îáíàðóæèâàþò ÿâíî âûðàæåííûå
ýêñòðåìóìû (ðèñ. 4). Ñ ðîñòîì ÷èñëà ïàíåëåé m ïî âåðòèêàëè ðàñòåò è ïðîãèá.

Àñèìïòîòèêà ýòèõ êðèâûõ ÿâíî íå ëèíåéíàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëÿÿ
ïðåäåë lim

k
k h L

®¥
=D'/ / ,3 ïîëó÷àåì, ÷òî ðîñò ïðîãèáà ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ïà-

íåëåé èìååò êóáè÷åñêèé õàðàêòåð. Ýòè æå êðèâûå, ïîñòðîåííûå äëÿ ðàçíûõ âû-
ñîò (ðèñ. 5), òàêæå èìåþò ìèíèìóìû, íî ïðè ýòîì ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî äëÿ ðàçíûõ âûñîò h ïðè íåêîòîðîì ÷èñëå ïàíåëåé ïðîãèá îäèí è òîò æå.

Ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà ðàìû äîïóñêàåò ïîëó÷åíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðè
ëþáîì ÷èñëå ïàíåëåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñëó÷àå âåñüìà áîëüøèõ çíà÷åíèé
n è m ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü òåñòîì äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, â
êîòîðîì íåèçáåæíî íàêîïëåíèå îøèáîê îêðóãëåíèÿ. Êðîìå òîãî, â ïðîöåññå
ðåøåíèÿ âûÿñíèëîñü âåñüìà êîâàðíîå ñâîéñòâî êîíñòðóêöèè. Äëÿ íå÷åòíûõ n

îíà ïðåâðàùàåòñÿ â ìãíîâåííî èçìåíÿåìûé ìåõàíèçì. Êîíå÷íî, â ðåàëüíûõ
êîíñòðóêöèÿõ ðåäêî èñïîëüçóþò ñòàòè÷åñêè îïðåäåëèìûå ñõåìû, â ÷àñòíî-
ñòè, â óçëàõ ôåðìû ñòàâÿòñÿ íå øàðíèðû, à æåñòêèå ñîåäèíåíèÿ, è ýòî êàê-òî
êîìïåíñèðóåò èçìåíÿåìîñòü. Îäíàêî, çíàÿ ýòó îñîáåííîñòü ñõåìû, íåðàçóì-
íî èñïîëüçîâàòü ÷åòíîå ÷èñëî n è ðàññ÷èòûâàòü òîëüêî íà ðàáîòó æåñòêèõ
óçëîâûõ çàäåëîê. Íàéäåííûå ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè (ñì. ðèñ. 4, 5) óêàçûâàþò
íà âîçìîæíîñòü îïòèìèçàöèè êîíñòðóêöèè ïî æåñòêîñòè, à íåñêîëüêî íåïðè-
âû÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ñæàòûõ è ðàñòÿíóòûõ ñòåðæíåé ïî ïîÿñàì ôåðìû
çàñòàâëÿåò ïðîäóìàííî îòíîñèòüñÿ ê âûáîðó ñå÷åíèé ñòåðæíåé.

Îáçîðû íåêîòîðûõ ðàáîò, èñïîëüçóþùèõ ìåòîä èíäóêöèè äëÿ âûâîäà
àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé ïðîãèáà ïëîñêèõ ôåðì îò ÷èñëà ïàíåëåé, äàíû
â [1, 17].
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ïðîãèáà îò ÷èñëà
ïàíåëåé â ðèãåëå ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ

m, h = 2 ì, L = 100 ì

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü ïðîãèáà îò ÷èñëà
ïàíåëåé â ðèãåëå ïðè ðàçíûõ âûñîòàõ,

m = 5, L = 100 ì
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ANALYTICAL CALCULATION OF THE DEFLECTION
OF A FRAME-TYPE TRUSS WITH SUSPENDED ELEMENTS
AND AN ARBITRARY NUMBER OF PANELS

The analytical dependence of the deflection of a frame-type truss with a suspended lower
belt on the number of panels in the crossbar and supports is found. To solve this problem,
we tuse the Maple computer mathematics system and the double induction method. Graphs
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of the obtained dependencies show the presence of extreme points. A case of kinematic
design variability was found. The corresponding scheme of possible velosity given. The
asymptotic behavior of the solution is investigated.

K e y w o r d s: truss, frame, suspension elements, Maple, induction, number of panels.
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