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Постановка задачи
Результаты численного расчета любой 

строительной конструкции, особенно на  эта-
пе проектирования, необходимо подкреплять 
априорными оценками на  основе расчета 
упрощенной модели сооружения. В  [1–3] по-
лучены аналитические выражения для проги-
ба различных плоских ферм с  произвольным 
числом панелей под действием наиболее рас-
пространенных в  практике нагрузок (равно-
мерных или сосредоточенных в середине про-
лета).

Рассматриваемая ферма состоит из  сочле-
ненных между собой ферм с  разным числом 
панелей и уклоном (рис. 1). Все стойки фермы 
имеют одинаковую высоту 
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Аналитическая оценка прогиба и усилий 

в критических стержнях арочной фермы

� � � � � � � �

� 	 
 � � 
 � �

(нижних) частей фермы с  �  панелями опреде-
ляется отношением 

�
/� , уклон средних частей 

(�  панелей в  каждой части)  – � /� . Нагрузка 
приложена к  узлам верхнего пояса. В  фер-
ме стержней, из  которых 4 (�  + � ) находятся 
в верхнем и нижнем поясах, 4 (�  + � ) + 1 стерж-
ня составляют решетку, и три стержня являются 
опорными.

Расчет
Выводится формула для прогиба среднего узла 

нижнего пояса фермы от действия равномерной 
нагрузки при произвольном числе панелей �  и �
в каждой из частей фермы. Для определения уси-
лий в  стержнях в  аналитической форме исполь-
зуется метод вырезания узлов, программно реа-
лизованный в системе компьютерной математики 
Maple [4] и  апробированный на  ряде плоских 
[1–3] и пространственных ферм [5, 6]. Для ввода 
геометрии фермы и ее структуры в программу [4] 
необходимо пронумеровать шарниры и стержни 
фермы и ввести координаты узлов. Начало коор-
динат размещено в левой опоре (рис. 2):
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Рис. 1. Ферма,  m = 2, n = 3

Исправление
Приносим извинение уважаемому автору Михаилу Николаевичу Кирсанову и читателям за техническую погрешность, 
допущенную в статье «Расчет прогиба плоской решетчатой фермы с четырьмя опорами» № 7, с.16, левый столбец. 
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Конфигурация решетки фермы представлена 
условными векторами �� � �

, компонен-
тами которых являются номера � � �
шарниров по  концам стержней. Стержни ниж-
него пояса с  номерами кодируются векторами: �� 	 	

Верхний пояс � � � со-
ответствует векторам


 � �
 � �� � � � � � �
Матрица уравнений равновесия в  проек-

циях на  оси координат состоит из  направляю-

щих косинусов �� � �� �
, где 

� �� � � �� � �� � �
–

длина стержня с  номером �� �
,

 ! " !  ! " !# $ % $& & & &' ( ( ' ( () * * ) + +
– проекции 

векторных представлений стержней на оси коор-
динат. В номере ,- ./

первый индекс соответству-
ет номеру компоненты вектора 01

 (начало или 
конец вектора), второй – номеру самого стержня. 
Из решения полученной системы линейных урав-
нений определяются усилия в стержнях. Для опре-
деления прогиба (вертикальное смещение шар-
нира с номером 2  + 3  + 1) применяется формула 
Максвелла – Мора 4

5
67

� � ��
8 9 : ; <

,

где  = => ?
– усилия в 

	
-м стержне фермы от при-

ложенной равномерной нагрузки и от единичной 
вертикальной силы в узле 2  + 3  + 1 соответствен-
но. Суммирование ведется по  всем стержням 
фермы, кроме трех опорных, принятых жесткими. 
Решение ряда задач для ферм с последовательно 
увеличивающимся числом панелей показывает, 
что вид формулы для прогиба не меняется (свой-
ство регулярности конструкции):

@ @ @ @A B B C B B @ B B D B BB CE F E F E F E FE F
G H I H J H K H L

J M N ,

где
O O O OP Q R S Q R T различаясь 

лишь величинами коэффициентов. Рассмотрим 
случай U V W V . Поскольку решение зави-
сит от двух параметров 2  и 3 , для получения зави-
симостей коэффициентов формулы от этих чисел 
необходимо сначала провести индукцию по од-
ному параметру, например, 2 , при фиксирован-
ном другом, затем найденные формулы обобщить 
на произвольное значение 3 . Так, для 3  = 1 при 2  = 1, 2,.., 10 получены коэффициенты в (1) при X 3:
6, 34, 109, 266, 550, 1016, 1729, 2764, 4206, 
6150. Оператор rgf_findrecur системы Maple 
выявил рекуррентное уравнение, которому 
удовлетворили члены этой последовательности: Y Z Z [ Y Z [ Z [ Y Z \ Z [ Y Z ] Z [ Y Z Y Z [ Y Z ^ Z [_ ` a ` a _b b b b b bc c c c c c

.
Решение этого уравнения дает оператор rsolve:d ef g g hij k k k k

Таким  же об-
разом определяется коэффициент при l  = 2: m no p p nqr s s s s

 Всего потре-
бовалось восемь таких формул (l  = 1, 2,..., 8), 
чтобы найти закономерность образования коэф-
фициентов при степенях t . В результате получена 
формула u v vw x x vy z { | y } | ~ �

{ y � � � � � � { �� �� � � � � � �
� �

Аналогично определяются и другие коэффици-
енты формулы (1):
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Анализ
Введем обозначение для безразмерного про-

гиба � � � � , где – длина пролета фер-
мы,     ¡ ¢ . Графики зависимости 
(1) от числа панелей при t  = l , построенные для 
различных высот фермы, обнаруживают экстре-
мальные точки при малых числах t  (рис. 3). Со-
ответствующие длины панелей (до 10 м) на прак-
тике не  применяются и  поэтому практического 
значения эти точки не имеют. Интересно отметить 

Рис. 2. Нумерация стержней и узлов, n = 2, m = 1

(1)
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точки пересечения кривых, построенных для раз-
ных высот. Эта неоднозначность решения позво-
ляет оптимизировать конструкцию, выбрав наи-
более экономный ее вариант.

Критические усилия
Для оценки устойчивости и  прочности кон-

струкции в целом полезно знать зависимость уси-
лий в  наиболее сжатых и  растянутых стержнях 
от  параметров фермы. В  отличие от  балочных 
ферм с прямолинейными поясами, где наиболее 
сжатый стержень традиционно находится в сере-
дине верхнего пояса, а  наиболее растянутый  –  
в  нижнем, в  арочных фермах положения крити-
ческих по  нагрузкам стержней могут меняться. 
Однако, как и  в  балочных фермах, особенно 
при небольших подъемах арки, наиболее крити-
ческими стержнями остаются все-таки стержни 
в середине пролета. Методом индукции по двум 
параметрам получаем усилие в среднем стержне 
нижнего пояса (рис. 2): �

� �� � � � � �
.

Усилие в сжатом стержне верхнего пояса	
 
� �
 � � � � �
.

Интересный и несколько неожиданный резуль-
тат получается для средней вертикальной стойки. 
Растягивающее усилие в ней не зависит от разме-
ров фермы, а зависит только от числа панелей:

� � �� �� � � �

Сравнивая (2) и (3), получаем условие, при ко-
тором наиболее растянутый стержень находится 
в нижнем поясе: �� � � � �  �  � � !  � "# $ % & % &

Учитывая выражение ' '( )* + , , , можно 
сделать вывод, что это условие выполняется всег-
да, и расчет на прочность следует вести по уси-
лию в стержне с номером -  + . .

Заключение
Предложенная схема арочной безраспорной 

фермы допускает аналитическое выражение для 
прогиба и критических усилий в стержнях. Выве-
денные формулы имеют не  только практическое 
значение для оценки точности и  достоверности 
численных решений, полученных в  стандартных 
пакетах, но и теоретическое. На этапе проекти-
рования конструкции полученные формулы могут 
подсказать инженеру наиболее выгодное соот-
ношение числа панелей в отдельных частях фер-
мы, выбрать их размеры, рассчитать критические 
усилия. Особенно эффективно применение полу-
ченных формул для большепролетных конструк-
ций, где численные методы могут давать погреш-
ность за  счет неизбежного накопления ошибок 
округления.
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Рис. 3. Зависимость прогиба от числа панелей, L=90м
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