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Рассмотрена упрощенная модель фермы с массами, сосредоточенными в узлах нижнего пояса фермы. 

Учтены только вертикальные смещения грузов. Уравнения движения записываются в матричном виде. Жест-

кость в узлах рассчитывается с помощью формулы Максвелла – Мора. Усилия в стержнях определяются в сим-

вольной форме в системе компьютерной математики Maple. Показано, что для симметричной фермы матрицы 

решения имеют бисимметричный вид, что позволяет получить характеристическое уравнение, допускающее 

точные решения для всех частот, независимо от числа степеней свободы. Обобщение частных решений на про-

извольное число панелей производится методом индукции. Найдено, что одна из частот колебаний не зависит 

от числа панелей и является средней в спектре частот. 
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 Задача о частотах собственных колебаний ферм, как правило, решается численно [1-

6]. Наиболее распространенной, работоспособной и достаточно точной моделью задачи яв-

ляется задача о колебании сосредоточенных масс в узлах фермы [7,8]. В такой постановке 

возможно получить и аналитическое решение. Однако в большинстве случаев оно ограниче-

но лишь аналитическим представлением коэффициентов частотного уравнения, что, конеч-

но, заметно повышает точность результатов, особенно при анализе ферм с большим числом 

панелей, но сами же частоты получаются уже из численного решения алгебраического урав-

нения высокого порядка. Желание получить формулы для частот колебаний фермы ограни-

чено невозможностью получить точное решение частотного уравнения. Но здесь есть ис-

ключения. Одно такое исключение, дающее точные формулы для частот собственных коле-

баний, представлено в настоящей работе. 

 Рассмотрим статически определимую плоскую ферму с нисходящими раскосами и 

параллельными поясами (рис. 1). 
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Рис. 1. Ферма с тремя панелями в половине пролета 

 

Аналитический расчет прогиба и смещения опоры такой фермы под действием раз-

личных нагрузок в системе компьютерной математики Maple произведен в работах [9-11]. За 

основу в этих работах взята формула Максвелла-Мора и метод вырезания узлов для нахож-

дения усилий в стержнях. Обобщение отдельных частных решений, полученных для  
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ферм с различным числом панелей на произвольный случай выполнялось методом индукции 

с привлечением специальных операторов системы Maple для составления и решения рекур-

рентных уравнений. Эти же, хорошо апробированные подходы можно применить и в насто-

ящей задаче при анализе колебаний грузов. 

 Примем, что грузы имеют только вертикальные смещения. Учитывая, что горизон-

тальная жесткость фермы значительно больше вертикальной, можно предположить, что го-

ризонтальные смещения добавят лишь высшие частоты, наименее интересные для практики. 

Выбрав вертикальные смещения за обобщенные координаты, составим уравнение движения. 

Исследуемая система имеет N=2n–1 степеней свободы (рис. 2), 

[ ] [ ] 0N NM Y D Y  , 

где Y – вектор вертикальных перемещений масс, [ ]ND  – матрица жесткости, [ ]NM  – матрица 

инерции. Принимая массы грузов одинаковыми, матрицу инерции получаем диагонального 

вида 
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Элементы матрицы податливости [ ]NB , являющейся обратной к матрице жесткости 

[ ]ND , определяются по формуле Максвелла-Мора: 
3
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 , 

где EF — жесткость стержней,  
( )i

kS — усилие в стержне k от действия единичной вертикаль-

ной силы в узле i, kl — длина стержня k, 8 4n   — число стержней фермы вместе с тремя 

опорными. Три опорные стержня предполагаются жесткими.  
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Рис. 2. Схема нумерации узлов с массами, n=3 

 

Полученная матрица имеет вид: 
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где 2 2d a h  — длина раскоса.  Для n=2,3,4 матрицы, входящие в решение, имеют вид 
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7[ ]A  , 

 

7[ ]C  . 

Обобщая эти матрицы методом индукции, получаем выражения для их элементов. 

Учитывая бисимметрию матриц, сначала получаем выражения для базисного треугольника  

матрицы [ ]NA :  

3 2

, 1 2 1 0( ), 1,...,2 1, 1,...,2( ) 1,j i jA j i i i j n i n j                     (1) 

                            2 3 6 3n j    , 

                            
2 2

1 4 6(1 2 ) 8 12 2,j n j n n        

                            
3 2 2 2

0 2 4(1 2 ) 2(4 6 1) 8 4 .j n j n n j n n        
 

 При n=3, базисный треугольник матрицы 
 5[ ]A

 
имеет вид

  

 

 Остальные элементы (вместо условно проставленных нулей) получаются из свойства 

симметрии (отражение относительно главной диагонали) 

                                     , ,i j j iA A , 1,...,j n , 1,...,2 1i j n   , 

и бисимметрии (отражение относительно побочной диагонали): 

,2 2 , , 1,..., 2 1, 1,..., 2 1i n j n i jA A j n i j n       . 

 Элементы базисного треугольника матрицы  [ ]NC : 

, 3 (2 ), 1,..., , ,..., 2j iC j n i j n i j n j     .                                        (2) 

 Остальные элементы также получаются отражением относительно диагоналей матри-

цы: 
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,2 2 , , 1,..., 2 1, 1,..., 2 1i n j n i jC C j n i j n      

 
 Частоты колебаний узлов выражаются через собственные числа k  

матрицы [ ]NB  

1/ , 1,..., .k km k N    

 При n=2 собственные частоты имеют вид 
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 При n=3 собственные частоты системы с пятью степенями свободы имеют вид 
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 Аналогичные, хотя и более громоздкие аналитические выражения имеют собственные 

числа и при n = 4, 5, ... . Характерно то, что во всех наборах собственных чисел имеется чис-

ло * 3 3 3 2( ) / (2 )a h d h EF    . Более того, соответствующая собственная частота колебаний 

является средней в спектре. Это наиболее наглядно проявляется в графиках зависимости ча-

стоты от высоты фермы (рис. 3-5). Графики частот (рад/c) построены при 80,2 10EF Н  , a 

= 4 м. Максимальное значение частоты * (2 / 3) / ( )EF ma 
 
соответствует соотношению 

размеров 4 / 3h a . 

            
 

Рис. 3. Частоты колебаний при n = 2 

 

 
Рис. 4. Частоты колебаний при n = 3 
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Рис. 5. Частоты колебаний при n = 4 

 

 Таким образом, получены точные аналитические выражения для частот колебаний 

грузов в узлах балочной фермы в зависимости от числа панелей. Несмотря на то, что здесь 

приведены формульные решения только для n=2 и n=3, для других чисел панелей решения, 

хотя и более громоздкие, содержащие корни квадратных уравнений, также могут быть выпи-

саны или по приведенному алгоритму использованы в расчетных программах. При этом, ве-

роятно основными результатами настоящего исследования можно считать обнаружения в 

спектре частот одной частоты, не зависящей от числа панелей, а также определение простого 

явного выражения ее экстремума по высоте фермы. Безусловно, эти результаты во многом 

базируются на нахождении формул (1) и (2). Это составило основную трудность работы. 

Преодолеть проблемы индуктивного обобщения вида матриц по трем параметрам (i, j, n) по-

мог опыт авторов по нахождению общих решений для прогиба регулярных ферм [12,13] и 

упрощения преобразований, доступные для бисимметричных матриц [14]. 
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A simplified model of a truss with masses concentrated in the nodes of the lower zone of the truss is consid-

ered. Only vertical displacements of loads are taken into account. The equations of motion are written in matrix form. 

The stiffness at the nodes is calculated using the Maxwell – Mohr formula. The forces in the rods are defined in sym-

bolic form in the Maple computer mathematics system. It is shown that for the symmetric form of the matrix, the solu-

tions have a symmetric form, which allows us to obtain a characteristic equation that allows accurate solutions for all 

frequencies, regardless of the number of degrees of freedom. A generalization of the particular solutions by an arbitrary 

number of panels produced by the method of induction. It is found that one of the oscillation frequencies does not de-

pend on the number of panels and is the average in the frequency spectrum. 
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