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В системе символьной математики Maple построена математическая модель деформирования плоской 

статически определимой арочной фермы. Рассмотрено действие нагрузки, равномерно распределенной по уз-

лам нижнего  пояса. Методом индукции на основе решения рекуррентных уравнений выведены формулы зави-

симости  прогиба фермы  от размеров и числа панелей и выражения для реакций опор и усилий в стержнях се-

редины пролета. Использована формула Максвелла - Мора. Найдена квадратичная асимптотика решения.   
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In the system of symbolic mathematics Maple a mathematical model of deformation of a planar statically de-

terminate arched truss is constructed. The effect of a load uniformly distributed over the nodes of the lower belt is con-

sidered. By induction method, based on the solution of recurrent equations, formulas are derived for the dependence of 

the deflection of the truss on the dimensions and number of panels and the expressions for the reactions of supports and 

forces in the rods of the middle of the span. The Maxwell-Mora formula is used. The quadratic asymptotics of the solu-

tion is found. 
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Рассмотрим арочную статически определимую плоскую ферму (рис. 1). Решетка фер-
мы крестообразная, пояса параллельны. Ставится задача получить аналитическую зависи-
мость прогиба фермы от числа панелей. Принимается, что число m панелей в боковых (опор-
ных) частях фермы равно числу панелей n в половине ее средней горизонтальной части,   
b=h. Нагрузка равномерно распределена по узлам нижнего пояса ригеля. Ферма внешне ста-
тически неопределима.  Для определения реакций опор необходимо составить и решить си-
стему уравнений равновесия для всех узлов конструкции.  
_____________________ 

© Кирсанов М.Н., 2018 

mailto:c216@Ya.ru


8 

 

 

Рис. 1. Ферма при n=m=5, k=3  

 

Всего в ферме  8( )sn n m   стержней, включая четыре опорных стержня. Для опре-

деления аналитического выражения  прогиба по формуле Максвелла - Мора необходимо вы-

числить усилия в стержнях в символьной форме. Решение системы уравнений равновесия 

узлов получается по программе [1], записанной в системе компьютерной математики Maple. 

Стержни и узлы нумеруются (рис. 2). Начало координат располагается в левой подвижной 

опоре. 

 
 

Рис. 2. Нумерация узлов и стержней при n=m=3, k=2  

 

Фрагмент программы ввода координат имеет вид: 

> r:=2*m+2*n+1; 

> for i to m do  
    y[i]:=(i-1)*b: y[i+m+2*n+1]:=m*b-(i-1)*b-b:  

 od: 

> for i to 2*n+1 do y[i+m]:=m*b; od: 

> for i to r do x[i]:=(i-1)*a: od: 

> for i to r-2 do   

>   x[i+r]:=i*a: y[i+r]:=y[i+1]+h;  

> od: 

> x[2*r-1]:=x[r+1]/2:   y[2*r-1]:=y[r+1]/2: 

> x[2*r]:=x[r]-a/2:     y[2*r]:=y[2*r-1]: 



9 

 

Направляющие косинусы усилий в системе уравнений равновесия узлов определяют-

ся по координатам узлов и длинам стержней. Решение в системе Maple дает аналитические 

выражения для усилий во всех стержнях.  Для расчета прогиба используется формула Макс-

велла – Мора в виде 

4
( ) (1)

1

/ ( ).
sn

P

i i i

i

S S l EF




    

Обозначено: ( )P

iS — усилия  в стержнях от заданной нагрузки, 
il  — длины стержней,  

(1)

iS  — усилия от единичной силы, приложенной к середине нижнего пояса, E — модуль 

упругости, F — площадь сечения стержней. Считается, что жесткость EF всех стержней 

одинаковая.  

Последовательный расчет прогиба для  ферм с числом панелей k=1,2,..14 дает ряд коэффици-

ентов в формуле для прогиба: 

3 3 3

2 2

( )

8

k k kP A a C c D d

h k EF

 
  ,                                                            (1) 

где 
2 2 2 2, 4c a h d a h    . При поиске закономерности в последовательности коэффи-

циентов при 3a  получены числа  9, 1276, 21011, 139910, 587917, 1868384, 4920631, 

11320906, 23521745, 45129732,81221659, 138699086.  Оператор  rgf_findrecur пакета  genfunc 

системы Maple для этой последовательности (требуется четное число анализируемых чисел) 

дает следующее линейное однородное рекуррентное уравнение седьмого порядка 

1 2 3 4 5 6 77 21 35 35 21 7k k k k k k k kA A A A A A A A             . 

Интересно заметить некоторую симметрию в закономерности образования средних 

(без общего множителя 7) коэффициентов с чередующимися знаками этого уравнения: 1, 3, 

5, 5, 3, 1. Оператор rsolve позволяет решить полученное рекуррентное уравнение. Решение 

имеет  вид полинома шестого порядка по k  

6 5 4 3 2(160 256 96 28 14 21 6) / 3.kA k k k k k k        

Аналогично, коэффициент 
kC  удовлетворяет уравнению 

 
1 2 3 4 55 10 10 5k k k k k kC C C C C C         , 

также полученному оператором rgf_findrecur, и имеет вид 

 
3 24 (20 28 13 2) / 3.kC k k k k     

 Коэффициент 
kD получается из решения уравнения 1 2 3  3 3k k k kD D D D      и имеет 

простой вид (2 1).kD k k   
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Зависимость безразмерного прогиба ' / ( )sumEF P L   , вычисленного по (1) при по-

стоянных длине пролета фермы L=2(n+m)a=100 м  и ее высоте H=mh, построена на рис. 3.  

Суммарная нагрузка на ферму принимается постоянной, не зависящей от числа панелей 

(2 1)sumP n P  .  Принято H=4м, L=30 м. 

 

Рис. 3. Зависимость прогиба от числа панелей 

 

Ход кривых подсказывает степенную асимптотику полученной зависимости. Вычисление пре-

дела 2 2 2lim( '/ ) 5 / (384 )
k

k L H


   свидетельствует о квадратичном росте прогиба с увеличением 

числа панелей в указанной постановке.  

Для сравнения, опуская выкладки, приведем полученную аналогичным образом формулу для 

случая четных n=m=2k. Решение здесь удалось получить без ограничения на величины b и h: 

3 3 3 2 3 3 3 2 3 3 3 3 3 2
1 2 3 4 5( ( ) ( ) ) / (2 ),P C a b C a b h C h a c C h b a c C f b b h EF                 (2) 

где 

2 2 2 2 2
1 2 3 4 54(10 1) / 3,  C 2(2 8 3 ) / 3, 2 , 6 2 ,  C 2 .C k k k k k C k C k k k            

Сравнивая (1) и (2), замечаем отличительную и редкую в подобных задачах особен-

ность решения (1). В знаменателе формулы стоит 
2k . В известных аналитических решениях 

[2 – 8] такого нигде нет. Для нахождения закономерности образования коэффициентов фор-

мулы с переменным значением знаменателя (фактически определителя системы уравнений 

равновесия, если вспомнить правило Крамера) задачу в общем случае надо раскладывать на 

две. Одна закономерность ищется для числителя, другая — для знаменателя. Определенной 

удачей в приведенном решении оказалось то, что знаменатель имеет простую форму. В 

большинстве же подобных задач аналитической зависимости получить не удается. 

Использованный индуктивный метод при поддержке операторов системы компьютерной 

математики Maple для вывода аналитических решений в  задачах о фермах применялся в  ра-

ботах [2 – 8].  
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