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Дается вывод формул для прогиба плоской статически определимой фермы. Алгоритм вывода формул 

зависимости прогиба конструкции от размеров фермы и числа панелей основан на методе индукции. Расчет 
усилий в стержнях и реакции опор выполнен в системе символьной математики Мaple. Для вычисления проги-
ба используется интеграл Мора. Расчет ферм с различным числом панелей дает последовательности коэффици-
ентов в формуле для прогиба. Общий член этих последовательностей выявляется с применением  специализи-
рованных  операторов  системы Мaple. Получены асимптотики решения по двум независимым параметрам, 
задающим пропорции конструкции. Графики построенных решений обнаруживают некоторые особенности 
конструкции. 
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Введение 
Метод конечных элементов в различных вариантах [1-6] для расчета строительных кон-

струкций является одним из основных, но не единственным, в инженерной практике. Еще  
один метод — аналитический.  Несмотря на ограниченность возможностей аналитических ре-
шений они являются достаточно важными элементами как в практических расчетах, выполняя 
функции контроля и предварительной оценки, так и в теоретическом анализе предлагаемых 
схем. Ценность аналитических решений определяется как удобством их применения, так и 
возможностью использования для расчета конструкций широкого класса. Так, аналитические 
решения, представленные в рядах с непременной необходимостью оценки остаточного члена, 
или в виде программ, которые требуют использования компьютера для доведения до конечно-
го ответа [7-10], не так ценны как простые формулы.  В расчете ферм известны формула Качу-
рина [11] с условной (приближенной) оценкой влияния схемы решетки на результат  и реше-
ния для регулярных ферм Игнатьева В.А. [12,13].  Наиболее распространенным методом для 
получения формул зависимости прогиба от параметров регулярной (периодической) кон-
струкции, в число которых входит и параметр регулярности схемы — число панелей, является 
метод индукции [14,15]. Этим методом, существенно использующим  операторы символьной 
математики, получен ряд формул для плоских [16-21] и пространственных ферм [22, 23].   

 
Схема фермы. Постановка задачи 

Плоская с горизонтальным ригелем арочная ферма составного типа имеет высоту 
(m+k+1)h  и пролет )2 1(a kL n  (рис. 1). Число стержней в ферме 8( ) 2Rn n k m    . В 

это число входят и четыре стержня, заменяющие в расчете шарнирные опоры неподвижного 
типа. Общая длина всех стержней конструкции равна 

2( 2 1) 2( 2 1) 2( 2 1) ,k m n a m k n c k n m h             где 2 2=c a h . Конструкция фермы 
____________________ 
© Кирсанов М. Н., 2020 



 

имеет регу
порции фе
струкций 
смотря на
материала
нахождени
нелей. Пр
мую моде
равновеси

 Ма
сов усили

2,1, ii Nl x 

,i jN  соотв

а при j = 2
на знак ус

      

      
Из 

B  — вект
строки  2B

i  (в данно

ратной ма
членяюще

 В ф

ней нагруз

длина стер
стержней 

улярную с
ермы. Фер
промышле

а  ее прост
а и нагрузк
ии аналити
едполагая 

ель, усилия
ия узлов.   

атрица  G  
ий, которы

1, 2,,
iN ix l 

ветствует н

2  номер ег
силия, ни на

          ,q iG

          ,q iG

решения с

тор нагрузо

2 1i  должны

ой задаче т

атрицы S 
его узла C) 

формуле пр

зки,   js –  

ржня j.  Пл
конструкц

схему с тре
мы такого 

енных здан
тоту, нет ф
ку, но и чис
ической  за
все соедин
я в стержн

системы у
ые вычисл

2, 1,i iN Ny y 

номеру стер

го конца.  В
а его значе

, / ,j i il l q 

, / ,j i il l q

системы ли

ок, находят
ы быть зап

таких нет), 
1BG  нах

находится

риняты обо

усилия от 

лощади сеч
ии равен  E

емя независ
типа широ

ний и соору
формулы, у
сло панелей
ависимости
нения стерж
нях которой

Рис. 1

уравнений р
ляются по

, 1,...,
i

i n

ржня, второ

Выбор нача
ение. Напра

,22 iq N 

,12 2iq N 

инейных ур

тся  усили
писаны гори

в четные 

ходится реш
я с помощью

означения: 

единичной

ений стерж
E.  

8 

симыми па
око исполь
ужений. Од
учитывающ
й в ее частя
и прогиба а
жней шарн
й вместе с

1. Ферма, n =

 

Расчет ус

равновесия
о данным 

Rn  , 1,il l

ой при j = 

ала и конц
авляющие  

2 ,j j 

2 , 1j j 

равнений G

ия  в стерж
изонтальны

2iB   записа

шение. Пр
ю интеграл

4

1

Rn

j

S


  

jS –  усил

й силы, при

жней  прин

араметрами
ьзуются в с
днако для п

щей не толь
ях.  В наст
арки в цен

нирными,  п
с реакциям

= 5, k = 2, m =

силий 

я узлов сос
 координ
2 2

2,i il . Зд

1 имеет но

а стержня 
косинусы 

1, 2, 1,..i 

1, 2, 1,...,i 

S BG , гд

жнях фермы
ые узловые

аны вертик

рогиб ферм
ла Мора: 

j j jS s l

EF
. 

лия в стерж

иложенной 

яты одинак

и m, n, k, о
составе про
прогиба так
ько размер
оящей рабо
тральной е
получаем с

ми опор на

= 5 

стоит из нап
ат узлов 

десь первы

мер шарни

условный и
  в G имею

.., ,R Rn q n

, .Rn  
де S  вектор

ы и реакци
е нагрузки, 

кальные на

мы (вертика

жнях фермы

к сочленяю

ковыми. М

определяющ
остранстве
кой констр
ры, упруги
оте ставитс
ее части от
статически 
аходим из 

аправляющи
в концах 

ый индекс 

ира в начал

и никак не
ют вид: 

,R  
 

р усилий в

ии опор.  В
 приложен

агрузки. Ме

альное сме

ы  от дейст

ющему шар

Модуль Юнг

щими про-
енных кон-
рукции, не-
е свойства
ся задача о
т числа па-

определи-
уравнений

 

их косину-
стержней

i в номeрe

ле стержня,

е влияет ни

стержнях,

В нечетные
ные к узлу

етодом об-

ещение со-

твия внеш-

рниру, jl  –

га для всех

-
-
-
а 
о 
-
-
й 

-
й 

e
 

, 

и 

, 

е 
у 

-

-

-

– 

х 



 

Со
Анализиру
чаем, что 

 

 
При этом 

75, 118, 17

висят от ч

Коэффици

 

 Обо

 Так
задачи в с
верки мож
шем такж
пролета и
формулы д

Реа

Зам
получаютс
Maple поз
Толщина 

средоточен
уя решения
общий вид

Р

образуютс

75,    для  

числа панел

иент  2C  за

общение эт

ким образо
случае соср
жно провес
е и формул

и стойке н
для прогиб

акции опор

метим, что 
ся и без п

зволяют так
отрезков с

нная нагр
я для ферм

д формулы 



ис. 2. Ферма 

ся последов

2C :     3/2, 

лей k, для  н

ависит от k.

тих формул

ом, формул
редоточенн
сти такой ж
лы для уси

нижней бок
ба: 

р арки: 

эти форму
применения
кже получи
стержней 

рузка в сер
м с последо
зависимос

3
1(P C a  

под действие

вательност

5, 23/2, 21

них метода

1 3C C 

. Для разли

21:

2 :

3 :

...

k C

k C

k C







л по  k очев

2
2 ( (C n

ла  (1)  с ко
ной нагрузк
же анализ в
илий в стер
ковой пане

0,  O U

AX P

улы при m =
я системы 
ить картин
пропорцио

9 

редине пр
овательно у
сти прогиба

3
2 3C c C 

ем сосредото

ти коэффиц

, 67/2, 49, 

ами систем

2( 1)(n n  

ичных знач

2
2

2

2
2

1 3 /

3 / 2 5

2 7

n

C

C n

 

 

 

видно: 

(2 1) 2k n 

оэффициент
ки. Исполь
в другом по
ржнях верх
ели фермы

/ (2U Pc 

/ (2 ),  Pa h Y

= n не зави
компьюте

ну распреде
ональна ус

ролета (рис
увеличиваю
а от параме

3 2) / (h h EF

оченной нагр

циентов. Пр

135/2, 89...

мы Maple вы

3) / 3n  .  

чений  k им

2

/ 2 ,

/ 2 2 ,

/ 2 3 ,

n

n n

n







1) / 2nk k 

тами (2) и 
ьзован мето
орядке — с
хнего и ниж
ы, получен

2 ),  h V P 

A BY Y P 

исят от числ
ерной мате
еления усил
силиям, син

с. 2). Рассм
ющимся чи
етров конст

)F .              

узки, n=m=k=

ри k=1 для

  Коэффиц

ыявляются 

                  

еем: 

2 .                

(3) дает ре
од двойной
сначала по 
жнего пояс

нные однов

/ 2P , 

/ 2 . 

ла панелей 
матики. Гр
лий в стерж
ним цвето

мотрим сл
ислом пане
трукции им

                  

k=2 

я 1C  : 0, 3, 

циенты 1C 
общие чле

                  

                  

ешение пос
й индукции
 k, затем п
са панели в
временно с

й и достаточ
рафически
жнях ферм

ом отмечен

лучай m=n.
елей, полу-
меет вид: 

             (1)

 

10, 23, 44,

3C  не за-

ены:  

             (2)

             (3)

ставленной
и. Для про-
о n. Выпи-
в середине
с выводом

чно просто
е средства

мы (рис. 3).
ны сжатые

. 
-

) 

, 

-

) 

) 

й 
-
-
е 
м 

о 
а 
. 
е 



 

стержни, к
сколько не
растянуты
наблюдаю

 

 

 
 

Рав
для проги
равномерн
гии с пред

 
 

 

красным —
еожиданны

ый верхний
ются на вну

вномерно 
ба легко пе
но распред
дыдущим р

Ри

1

2

3

(

(6(

(4

C n

C

C n

 





— растянут
ыми оказал
й и сжатый
утренних уч

Рис. 3
Сосред

распредел
ерестраива

деленной по
решением д

ис. 4. Ферма п

3

3

4

1)(3 4

(1 2 )

(4 1)

n n

k n

n k

 

 

 

тые. Усили
лись нулевы
й нижний 
частках ско

3. Распределе
доточенная на

ленная на
ается на пр
о узлам вер

дает следую

под действием

2

2

3

(10 3

6 ( 1)

) (5 9

n k

k k n

n k

 



 

10 

ие отнесено
ые усилия в

пояс арки
осов арки.

ение усилий в
агрузка, n=m=

агрузка. П
роизвольную
рхнего поя

ющие коэф

м распределе

 

2

2

) 12) /1

( 1)(2

) (8

k n

k k

k n k



 

 

о к  силе P
в середине 
и. Наиболь

в стержнях ф
=3, k=2, a=5м

Примененны
ю нагрузку
яса (рис. 4)
фициенты 

енной нагрузк

2

2,

13 6)

) 24) /12

k k

k n

 



P и округл
верхнего п

ьшие сжим

фермы.  
м, h=2 м 

ый алгорит
у. Рассмотр
).  Двойная
формулы (

ки, n=m=4, k 

) ( 1)(

2.

n k k 

лено до дес
пояса ригел
мающие ус

 

тм вывода
рим случай
я индукция
(1): 

k = 3 

2 8 6)k k 

сятых. Не-
ля, а также
силия  -4P

а формулы
й нагрузки,
я по анало-

 

)) /12,

    

(4)

-
е   
P 

ы 
, 
-

) 



 

Еди
образован
 Фор
ности   n и

Реа

 
Рас

сосредото
ного ригел
внутрення
усилия в с

 

 
 
Ан

можно пр
постоянно

кой 0 (P 
например,

' /EF  
70L м  и

с большим
под дейст
кривых  (р
прогиба о
арка с мал

инственным
ния в систе
рмулы для

и k: 

акции опор

спределени
оченной наг
ля сжаты, 

яя и внешн
стержнях р

ализ полу
роследить н
ого пролета

2 2 1)n k 
, k + n =

0/ ( )P L  с к

и различны
ми скосами
вием равно
рис. 6).  Др

от высоты. 
лой толщин

м отличием
еме Maple, 
я усилий в 

р: 

ие усилий п
грузке лиш
что объяс

няя стороны
ешетки сто

Р
Ра

ученных р
на графика
а 2 (L a n
)P  при фик

= 15. Пос
коэффициен

ых значения
и (число k в
омерной на
ругая особе
Порядок к

ной h проги

м этого реш
приводящ
выбранных

(

(

O Pa

V P n

 
 

A

A

X

Y




при равном
шь в некото
няется в п
ы стоек в н
оек. 

Рис. 5. Распре
аспределенна

результато
ах, построе

1)k   с п

ксированно

строим гр
нтами (4), 

ях высоты 
велико) и м
агрузки пр
енность гра
кривых при
ибается бол

11 

шения явля
щие к рекур

х стержнях

( ) / (2 )

1) / 2.

n k h

k


 

(

(2B

Pa n k

Y P n

  
 

мерной наг
орых стерж

первую оче
нижней пан

 
еделение усил
ая нагрузка, n

ов. Некото
енных по ф
постоянной

ой сумме ч

афики реш
найденны

h (рис. 5). 
малыми дл

рогибаются
афика реше
и h = 1 м и
льше. Одна

яются боле
ррентным у
х в этом сл

), U Pc 

1) / (2 ),

2 3) / 2

h

k


 

грузке (рис
жнях. Верх
ередь дейст
нели. Значи

лий в стержн
n=m=3, k=2, a

орые особе
формуле (1
й, не завися

числа панел

шения (1) 
ми для наг

 В такой п
линами гор
я не вниз, а
ения — неп

и  h = 2 м с
ако при h =

ее сложные
уравнениям
лучае вклю

/ (2 ),h
 

2.
 

с. 5)  схоже
хний же и н
твием расп
ительных в

нях фермы.  
a=5м, h=2м 

енности по
). Рассмот
ящей от чи

лей в ригел

для отно
грузки по 

остановке 
ризонтальны
а вверх. Это
пропорцио
соответству
= 6 м крива

е аналитич
м большег

ючают числ

е с аналоги
нижний по

пора. Сжат
величин до

олученного
трим, напри
исла панел

ле и боков

осительног
верхнему 

получается
ых участко

то начальны
ональная за
ует логике

ая прогиба 

ческие пре-
го порядка.
ла регуляр-

ичным при
ояс состав-
ты также и
остигают и

 

о решения
имер, арку

лей нагруз-

ых скосах,

о прогиба
поясу при

я, что арки
ов (n мало)
ый участок
ависимость
е задачи —
неожидан-

-
. 
-

и 
-
и 
и 

я 
у 
-

, 

а  
и 

и 
) 
к 
ь 

— 
-



 

но оказыв
для распор

 

 

 
 
На 

Как и в п
бам. В зав
пересечен
одинаковы
ном и том

 
Ан

как по чис

      

вается выш
рных конст

 Р

рис. 7 пок
предыдущем
висимости 

ния кривых
ым. Отмети

м же значен

алитическа
слу n, так и

                 

е соответст
трукций и о

Рис. 6. Зависи
дл

казана зави
м графике,
от k меня

х, означающ
им также, ч

нии k. 

Рис. 7. За
для

ая форма р
и по числу k

3lim '/
n

n


 

твующей к
отчасти об

имость относ
ля распредел

исимость эт
, чрезмерн
ется и пор
щие, что д
что независ

ависимость о
 распределен

решения ср
k: 

/ (6 )h L ,
k

12 

кривой при
бъясняется 

 
сительного пр
ленной  по ве

того же ре
ое увеличе

рядок крив
для разных
симо от вы

 
относительно
нной по верхн

редствами 

2lim '/
k

k


 

и h = 2 м.  Т
полиномиа

рогиба от чи
рхнему поясу

ешения от 
ение k при
ых при раз

х h при не
ысоты h про

ого прогиба о
нему поясу н

Maple поз

(2 1)h n  

Такая нели
альными за

сла панелей n
у нагрузки 

числа k пр
водит к от
зличных h.
котором k 
огиб обращ

от числа пане
агрузки, n=4 

зволяет най

/ (24 )L . 

инейность х
ависимостя

 

n  

ри фиксиро
трицательн
. Интересн

k прогиб м
щается в но

 

елей k  
4 

йти его ас

характерна
ями  (4). 

ованном n.
ным проги-
ны и точки
ожет быть

оль при од-

имптотику

а 

. 
-
и 
ь 
-

у 



13 
 

Заключение 
 

Получено аналитическое решение задачи о прогибе составной арочной фермы с про-
извольным числом панелей. Зависимости имеют вид полиномов степени не выше четвертой.  

Графики этих зависимостей обнаружили некоторые особенности, обычно ускользаю-
щие от исследователей, применяющих только численные методы. Полученные формулы мо-
гут быть использованы в решении задач оптимизации конструкций, а использованный метод 
двойной индукции — для вывода аналогичных зависимостей для других стержневых кон-
струкций. Введением поправочных коэффициентов в (1) решение легко обобщается на слу-
чай различных жесткостей стержней различных длин. 
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The derivation of the formula for deflection of statically determinate flat truss is given. The 

algorithm for deriving formulas for the dependence of the deflection of the structure on the size of 
the truss and the number of panels is based on the induction method. The calculation of the forces in 
the rods and the reaction of the supports is performed in the symbolic mathematics system Maple. 
The Mohr integral is used to calculate the deflection. The calculation of trusses with different num-
bers of panels gives a sequence of coefficients in the deflection formula. The common member of 
these sequences is identified using specialized operators of the Maple system. Asymptotics of the 
solution are obtained for two independent parameters that define the proportions of the construction. 
Graphs of the constructed solutions reveal some design features. 
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