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Аннотация. Для плоской, статически определимой упругой фермы с парал-
лельными поясами методом индукции с применением системы компьютерной ма-
тематики Maple получены аналитические выражения для прогиба в зависимости от 
числа панелей при равномерной и сосредоточенной нагрузке. Показано, что угол 
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зависимости прогиба от числа панелей при фиксированной длине пролета и задан-
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Аналитические решения в механике имеют несомненные преимущества 
перед численными. Они могут быть использованы и как тестовые решения для 
сложных расчетов, и как оценочные для модельного представления реальных 
конструкций. Получение решений задач о напряженном и деформированном 
состоянии стержневых систем с конкретными характеристиками, заданными 
параметрически, не представляет особой сложности. С использованием совре-
менных систем компьютерной математики такие решения могут быть получе-
ны в рамках студенческого курса по теоретической или строительной механике. 

Значительно сложнее и, безусловно, важнее нахождение решений для це-
лого класса подобных конструкций, отличающихся числом стержней или пане-
лей, если речь идет о балочных фермах. При этом решения, найденные в сим-
вольной форме, могут быть аналитически исследованы в зависимости от всех 
параметров, характеризующих конструкцию. Это позволяет выявить характер-
ные особенности систем, найти возможности оптимизации по массе, прочности 
или жесткости. В настоящее время наиболее продуктивным методом получе-
ния аналитических решений для ряда ферм является метод индукции.  

В отличие от известных методов оптимизации, основанных на различных 
численных решениях [1–8], включая метод конечных элементов [9], генети-
ческие алгоритмы [10], экспериментальные подходы [11], системы автомати-
зированного проектирования [12], метод индукции применяется только для 
регулярных систем [13, 14]. Влияние конструкции подвижной опоры на про-
гиб изучено в [15]. Аналитические решения для смещения подвижной опоры 
в конструкциях некоторых статически определимых плоских ферм найдены в 
работах [16, 17]. Показана эффективность индуктивного метода вывода зави-
симости перемещения от числа панелей. Обзоры некоторых точных решений 
даны в работах [18–20]. Метод индукции, являющийся основой практически 
всех аналитических решений, в которые в качестве параметра входит число 
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стержней или панелей, применим как для плоских [21, 22], так и простран-
ственных конструкций [23, 24]. Проблемы нахождения решений для регуляр-
ных статически систем, к числу которых относится исследуемая в настоящей 
работе ферма, образование таких систем и их существование рассмотрены в 
работах Р.Дж. Хатчинсона и Н.Э. Флика [13, 14]. 

Схема фермы. В большинстве работ, использующих аналитические под-
ходы, получены решения задач о прогибе и усилий в фермах. На примере фер-
мы с нисходящими раскосами (рис. 1) рассмотрим одну, еще не исследован-
ную аналитически проблему, характерную для ферм с подвижной опорой. 

Рис. 1. Ферма с n = 3 панелями в половине пролета: S3n, Sn — усилия в стержнях;  
P — вертикальная нагрузка на ферму; b — ширина фермы; a — длина панели; α — угол наклона 
опоры

Во всех постановках и решениях задачи о подобных фермах естественным 
и логичным образом предполагается, что подвижная опора имеет вертикаль-
ную реакцию. Если эта опора конструктивно выполнена в виде стержневого 
элемента, этот элемент будет вертикальным; если опора представляет собой 
каток, то основание катка проектируется строго горизонтально. Изучим вли-
яние наклона подвижной опоры на 
жесткость фермы, тестируемой по 
прогибу середины пролета. Неболь-
шой наклон может быть вызван либо 
просто накоплением деформаций за 
долгий срок работы (рис. 2), либо 
это является следствием аварийной 
ситуации (например, экстренное тор-
можение тяжеловесного транспорта). 
В последнем случае наклон может 
быть весьма значительным и требу-
ющим немедленного устранения. Не-
большими же наклонами, вероятно, 
можно пренебречь. Однако аналити-
ческие исследования могут выявить 
интересные особенности такого рода 
дефектов.

Примем число панелей четным. В этом случае за контрольную точку мож-
но взять срединный шарнир нижнего пояса. 

Вычисление усилий в стержнях в символьной форме производится по про-
грамме, написанной на языке Maple [25]. Для ввода в программу конфигура-

Рис. 2. Наклоненная подвижная опора 
путепровода, Казанское направление Мо-
сковской ж. д., 19 км (Люберцы)
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ции фермы пронумеруем шарниры слева направо сначала по нижнему, затем 
по верхнему поясу. Начало координат выберем в левой неподвижной опоре. 
Имеем следующие координаты узлов:

2 1 2 1( 1), 0, , ,  ...,  2 1.i i n i i nx x a i y y b i n n+ + + += = − = = = +
Координаты концов опорных стержней левой (неподвижной) опоры:

4 3 4 3 4 4 4 41, 0, 0, 1.n n n nx y x y+ + + += − = = = −
Координаты конца наклонного опорного стержня, моделирующего пра-

вую (наклонную) опору:

4 5 2 1 4 5sin , cos .n n nx x y+ + += + α = − α
Порядок соединения узлов и стрежней решетки фермы введем двумерны-

ми векторами ,  1,  ...,  iV i m= , где m = 8n + 4 — число стержней фермы, включая 
три опорных стержня. Первая компонента этих векторов — номер шарнира 
фермы в условном начале этого вектора, вторая — номер шарнира в его конце. 
Выбор направления векторов не связан с усилиями или знаками усилий, про-
сто определяют структуру соединений стержней фермы, необходимую для со-
ставления уравнений равновесий узлов (шарниров). 

Соединения стержней нижнего пояса с узлами (шарнирами) зададим сле-
дующими векторами: [ ,  1], 1,  ...,  2 ;iV i i i n= + =  верхнего пояса: 2 [ 2 1,  2 2],i nV i n i n+ = + + + +

2 [ 2 1,  2 2],i nV i n i n+ = + + + +  1,  ...,  2i n= ; раскосы решетки: 4 [ 1,  2 1],i nV i i n+ = + + +

5 [ ,  3 2], 1,  ...,  ,i nV i n i n i n+ = + + + =  стойки решетки 6 [ ,  2 1], 1,  ...,  2 1i nV i i n i n+ = + + = +

6 [ ,  2 1], 1,  ...,  2 1i nV i i n i n+ = + + = + .
Для вычисления направляющих косинусов усилий в уравнениях равнове-

сия при использовании метода вырезания узлов фермы потребуются длины 
стержней и проекции векторных представлений этих стержней: 

l l l l x x l y y i m= + = − = − =
2, 1, 2, 1,1, 2, 1, 2,, ,   , 1,  ...,  .

i i i ii i i i V V i V V  

Первый индекс в Vj,i принимает значения 1 или 2 и соответствует номеру ком-
поненты вектора iV  (условное начало — 1, конец — 2), второй — номер стержня. 
Матрица направляющих косинусов G имеет следующие элементы (i = 1, ..., m):

, , ,2, 2 2 , , 1,2;k i j i i iG l l k V j k m j= − = − + ≤ =

, , ,1, 2 2 , , 1,2.k i j i i iG l l k V j k m j= = − + ≤ =

Решение задачи. Определение усилий в стержнях фермы сводится к реше-
нию системы линейных уравнений S B=G , где B  — вектор нагрузок длиной 
m. Здесь S  — вектор неизвестных усилий. Горизонтальные нагрузки, прило-
женные к узлу i, заносятся в нечетные элементы B2i–1, вертикальные — в чет-
ные B2i. Для решения системы уравнений в символьной форме использовался 
метод обратной матрицы 1S B−= G , который хорошо реализуется в системе 
Maple [25, 26], работает быстрее алгоритмов специализированного пакета 
LinearAlgebra и упрощает повторное решение системы при изменении нагруз-
ки. Для определения перемещения по формуле Максвелла-Мора потребуется 
нахождение усилий при действии нагрузки и единичной вертикальной силы, 
приложенной к середине пролета. В случае одинаковых жесткостей стержней 
эта формула имеет вид



38 ISSN 1997-0935. Vestnik MGSU. 2016. № 10

10/2016

3

, ,1
1

1 ,
m

i P i i
i

S S l
EF

−

=
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где Si,P — усилие в стержне i от действия внешней нагрузки; Si,1 — усилие в 
стержне i от действия единичной силы. Если по формуле (1) последовательно 
рассчитывать прогиб в фермах с различным числом панелей (n = 1, …, 8), то 
можно заметить общий вид формулы для прогиба и получить последователь-
ность коэффициентов при a3, b3, c3, ab2, ba2. Оператор rgf_findrecur из пакета 
genfunc системы Maple позволяет получить рекуррентные уравнения для по-
следовательности этих коэффициентов. Например, для коэффициента при a3, 
который обозначим C1, имеем последовательность 1, 6, 19, 44, 85, 146, 231, 344 
и следующее однородное уравнение пятого порядка:

1, 1, 1 1, 2 1, 3 1, 44 6 4n n n n nC C C C C− − − −= − + − .
Решение этого уравнения (общий член последовательности) находим с по-

мощью оператора rsolve (этот оператор встроен в систему и не требует под-
ключения специального пакета). В результате получаем искомую формулу для 
прогиба:

3 3 3 2 2 2
1 2 3 4 5

2

tg tg ,
2

C a C b C c C ab C baEF Pn
b

+ + + α + α
∆ = 	 (2)

где ( )2
1 2 3 4 51 2 3, 1, 1C n C C C C n .

Графики полученной зависимости обнаруживают минимумы (рис. 3). 
Кривые построены для безразмерного прогиба ' ( )EF PL∆ = ∆  при фиксиро-
ванной длине пролета L = an = 40 м. Отметим, что малый угол наклона опоры 
незначительно влияет на прогиб. При n = 10 прогиб уменьшается на 1,2 % при 
увеличении угла наклона с 0 до 0,1 град. (или 5,7°). 

Рис. 3. Зависимость относительного прогиба от числа панелей, b = 4 м
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Зависимость прогиба от угла наклона опоры (рис. 4) демонстрирует из-
вестный и теоретически возможный эффект «прощелкивания» конструкции, 
который в данном случае наблюдается при угле около 80° и, безусловно, соот-
ветствует некоторой аварийной, недопустимой ситуации. 

Рис. 4. Зависимость относительного прогиба от угла наклона опоры, L = 40 м, b = 4 м

С увеличением числа панелей (на заданной длине пролета) прогиб умень-
шается, а экстремальная точка становится острее.

Усилия в стержнях. Аналогично индуктивным методом можно получить 
аналитические выражения для усилий в наиболее сжатом стержне (верхний 
пояс, середина пролета, см. рис. 1): 3 (2 )nS Pna b= −  и наиболее растянутом 
(нижний пояс, середина пролета):

(( 1) / tg ) / 2nS P n a b α= − − .	 (3)
Таким образом, можно вычислить критический угол наклона подвижной 

опоры, при котором усилие в наиболее растянутом стержне нижнего пояса 
перейдет через нуль, и стержень будет воспринимать сжимающую нагрузку. 
Из формулы (3) имеем tgα = (n – 1)a/b. При этом появления сжимающих уси-
лий в нижнем поясе не следует ожидать, так как при фиксированной длине 
полупролета L = an и больших значениях n критический угол tgα =

tg ( 1) ( )n L nb L bα = − ≈  больше угла наклона раскосов к вертикали в силу того, что 
в реальных конструкциях L > b. Полученные результаты могут быть расширены 
и на случай равномерной нагрузки фермы по нижнему поясу. Несколько длин-
нее при этом получается последовательность рассчитываемых ферм, необходи-
мая для выявления закономерности. Здесь потребовалось рассчитать 10 ферм, 
начиная с n = 1. Формула для прогиба имеет прежний вид (2), где 

( )2
1 2 3 4 51 5 6,  ,   2 1,   (1 / 3)(1 )(5 1)C n n C C n C n C n n .

Заметим, что указанное удлинение последовательности рассчитываемых 
ферм, необходимой для нахождения закономерности, является реальной и 
существенной во многих случаях проблемой. Дело в том, что в отличие от 
численного счета, аналитические преобразования выполняются значительно 
медленнее. Так при расчете прогиба фермы, имеющей в половине пролета 12 
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и более панелей, время преобразований в системе Maple растет в геометриче-
ской прогрессии, что не позволяет получить символьное решение (формулу) 
для прогиба непосредственно. Единственный вариант — обобщение решений, 
полученных для простых (или относительно простых) ферм. Проверку же 
всегда можно просто и быстро выполнить численно для любого реального чис-
ла панелей, вычислив сначала результат в численной моде той же программы  
и проверить его затем по найденной формуле. Такая проверка вполне заменяет 
традиционное доказательство методом математической индукции.

Усилия в наиболее сжатых и растянутых стержнях, также полученные по 
индукции, имеют вид 

2
3 (2 )nS Pn a b= − , ( )( )2 1 / (2 1)tg 2.nS P n a b n= − − + α

Соответствующие графики зависимостей прогиба от числа панелей и угла 
наклона опоры отличаются лишь количественно. При этом вводится на огра-
ничение на суммарную нагрузку на ферму, т.е. на каждый узел нижнего пояса 
действует вертикальная сила P = Psum /(2n – 1), где Psum — общая нагрузка на 
ферму.

Для равномерной нагрузки по верхнему поясу имеем выражение вида (2), 
где ( )2

1 2 3 4 51 5 6, 2, , 2 1, (1 / 3)(1 )(5 2)C n n C n C n C n C n n= + = + = = + = − + .
Кривая относительного прогиба ' ( )EF PL∆ = ∆  в зависимости от действия 

сосредоточенной нагрузки в середине пролета (см. рис. 3) и числа панелей
имеет асимптоту lim '

n
n b L

→∞
∆ = . При равномерном нагружении верхнего или

нижнего пояса асимптоты совпадают: lim ' (2 )
n

n b L
→∞

∆ = .
Выводы. Аналитический подход к решению задачи о ферме с наклоненной 

опорой показал влияние величины наклона на напряженно-деформированное 
состояние конструкции при произвольном числе панелей. Выяснилось, прежде 
всего, что при малых углах влияние наклона на прогиб пренебрежимо мало, но 
большие углы могут привести к разрушению фермы. Показано также, что вид 
решения для прогиба при разных типах нагружения не меняется и имеет вид 
полинома степени не выше третьей в соответствии с числом панелей n в поло-
вине пролета. Получены и проанализированы зависимости усилий в наиболее 
сжатых и растянутых стержнях от n. Найдены некоторые асимптотические ха-
рактеристики конструкции.
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M.N. Kirsanov

ON THE INFLUENCE OF A FREE SUPPORT RAKE ON THE RIGIDITY  
OF A GIRDER BEAM

Abstract. Analytical solutions have definite advantages over numerical ones. It is 
quite complicated to find solutions for a whole class of structures different in the number 
of bars or panels if we speak about girder trusses. The solutions obtained in a symbol 
form may be analytically investigated depending on all the parameters characterizing the 
structure. This allows educing the distinctive features of the systems and finding possi-
bilities for optimization in terms of mass, strength and rigidity. At the present time the in-
duction method is the most efficient to obtain analytical solutions for a number of trusses.

Using computer mathematics system Maple the author obtained analytical expres-
sions for deflection of a flat statically determinate parallel-flanged elastic truss depending 
on the number of panels at uniform and concentrated load. It is shown that the rake angle 
of a free support greatly influences the stiffness of a structure. The graphic charts of the 
dependence of deflection from the number of panels at a fixed span length and a given 
load show extremum. The author obtains asymptotic characteristics of the deflection and 
expressions for stresses in the most compressed and tension bars. It is also shown that 
the solution type for a deflection isn’t changed in case of different loading types and has 
a form of a polynomial of not more than third degree in correspondence with the number 
of panels in half of a span. 

Key words: truss, deflection, induction, Maple, rake of a support, analytical  
solution
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