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ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ  

Формула для расчета прогиба балочной фермы с произвольным числом 

панелей 

Кирсанов М. Н. 
Кирсанов М. Н. Формула для расчета прогиба балочной фермы с произвольным числом панелей 

Кирсанов Михаил Николаевич / Kirsanov Mikhail Nikolaevich – профессор, доктор физико-математических наук, 

Национальный исследовательский университет, 

Московский энергетический институт, г. Москва 

 
Аннотация: с использованием метода индукции и системы компьютерной математики Maple 

получена формула для прогиба плоской упругой статически определимой фермы. Верхний пояс фермы 

прямолинейный, нижний – представляет собой ломаную линию. Равномерная нагрузка приложена к 

узлам верхнего пояса. 

Ключевые слова: ферма, Maple, прогиб, индукция, точное решение. 

 
Введение  

Несмотря на развитие численных методов, и специализированных программ для расчета ферм, 

большинство из которых основано на методе конечных элементов [1-2], актуальность точных 

аналитических решений для разного рода характеристик конструкции велика. В работах автора [3-5] и 

его учеников [6-8] получен ряд точных выражений для прогиба плоских и пространственных ферм 

различного очертания и под действием различных нагрузок. Ценность формульных решений состоит в 

количестве параметров описываемой конструкции. Как правило, в число таких параметров входят 

только два размера фермы (высота и пролет), число панелей, нагрузка и характеристики сечений. В 

настоящей работе рассматривается ферма с тремя геометрическими параметрами (рис. 1). 

Дополнительный параметр h задает высоту подъема промежуточных узлов нижнего пояса. При h=0 

имеем стандартную ферму с параллельными поясами. 
 

 
 

Рис. 1. Ферма с четырьмя панелями (n=4) 
 

Постановка задачи 

Для вычисления прогиба воспользуемся формулой Максвелла – Мора, применимой для упругой 

стадии работы элементов фермы: 

3

1

/ ( )
m

k k k k

k

S s l EF




  .          (2) 

Использованы следующие обозначения: kS  — усилия в стержнях фермы от действия 

нагрузки, распределенной по узлам верхнего пояса, ks  — усилия от единичной вертикальной 

нагрузки, приложенной к центральному узлу в середине пролета, kl  – длины стержней. Материал 

стержней предполагается одинаковым, для всех стрежней модуль упругости равен E. Усилия в 

стержнях находим методом вырезания узлов с помощью программы [9]. Данные о конфигурации 

и размерах фермы вводятся через координаты ее узлов. Ферма с n  панелями содержит 

8 4m n   стержня, включая три опорные. Опорные стрежни будем считать 

недеформируемыми. В расчет длины этих стержней не войдут, поэтому масштаб и размерность 

координат опорных узлов не имеют значения и взяты произвольно. 

Систему m уравнений равновесия запишем в матричной форме S BG , 
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где S  – вектор усилий в стержнях, включая три опорные, B  – вектор нагрузок. В нечетные 

элементы 2 1iB   записываются горизонтальные нагрузки, приложенные к узлу i , в четные 2iB  — 

вертикальные. Решение системы линейных уравнений находим в символьной форме, пользуясь 

системой компьютерной математики Maple [9] с помощью обратной матрицы 1S BG .  

Решение 

Метод индукции получения формулы для прогиба фермы с произвольным числом панелей состоит 

в последовательном аналитическом решении задачи для ферм с одной, двумя, тремя и т. д. панелями. 

При этом обычно (но далеко не всегда) решение приобретает форму полинома по параметрам 

конструкции. Коэффициенты при подобных слагаемых образуют последовательность, общий член 

которой можно найти средствами системы Maple. Сначала с помощью оператора rgf_findrecur надо 

найти рекуррентное уравнение, которому удовлетворяют члены обнаруженной последовательности, 

затем найти решение, пользуясь оператором rsolve. Решение получилось в виде 

1 2 3 4( ) / ( )P EF      , где каждое слагаемое , 1,..,4k k  отвечает за свою группу 

стержней: нижний пояс, верхний пояс, стойки и раскосы соответственно. Всего в слагаемых 

потребовалось идентифицировать пять коэффициентов: 

3 2
1 1 / (48( ) ),g C b h  

4 2
1 10 2 (1 3( 1) ) 3(1 ( 1) ),n nC n n        

3 2
2 2 / (48 ),a C b 

4 2
2 10 2 (1 3( 1) ) 3(1 ( 1) ),n nC n n        

2 2
3 3 4( /12 (2 1) ) / (2( )),h C n b bhC b h       

4 2
3 10 2 (5 3( 1) ) 24 3(3 ( 1) ),n nC n n n       

2
4 1 4 (1 ( 1) )nC n n     , 

3 2 2 2 2 2
4 2 5( / 24 / 4) / (2 ( ) ),c h C n b bhC b b h      

2
5 1 ( 1) 4 2 (2 ( 1) )n nC n n      ,

2 2c a b  ,
2 2 .g a h   

На рисунке 2 показано изменение прогиба в зависимости от размеров фермы и числа панелей. 

Кривые относительного (безразмерного) прогиба 
0' / ( )sEF P L   построены при фиксированной 

длине пролета 60L an м  , заданной общей нагрузке (2 1)sP n P  , размер h на рисунке 

указан в метрах. Наименьший прогиб наблюдается при малых значениях h . Однако, как показывает 

более подробный численный анализ, минимум не приходится на 0h   (прямолинейный нижний 

пояс). Найденное решение допускает и отрицательные  значения h. 
 

 
 

Рис. 2. Зависимость прогиба от числа панелей 
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Оценим асимптотику решения. Аналитическая форма полученного результата позволяет 

применить оператор limit системы Maple: 4 2lim '/ 5 / (8 ( ))
n

n h L b h


   . 

Подобные асимптотические исследования проведены в обзоре [8].  

Выводы 

Найденная формула для прогиба достаточно проста, может быть использована в проектных 

инженерных и теоретических расчетах. С помощью полученного решения можно подобрать 

оптимальные размеры фермы, распределение материала по поясам. 
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Применение квадратур Гаусса-Эрмита для оценки ожидаемой полезности 

инвестиционного портфеля с использованием пакета MATLAB 

Кузнецова К. С. 
Кузнецова К. С. Применение квадратур Гаусса-Эрмита для оценки ожидаемой полезности инвестиционного портфеля с использованием пакета MATLAB 

Кузнецова Ксения Сергеевна / Kuznetsova Xenia Sergeevna – инженер-математик, соискатель,  

кафедра прикладной математики, 
факультет автоматизации и информатики, 

Липецкий государственный технический университет, г. Липецк 

 
Аннотация: в статье анализируются сложные методы интегрирования для решения проблем оценки 

ожидаемой полезности инвестиционного портфеля, рассматривается программа, разработанная в 

среде MATLAB, для вычисления интеграла на неограниченном промежутке, а также оценивается 

точность приведённого алгоритма. 

Ключевые слова: финансовая инженерия, численные методы, квадратуры Гаусса-Эрмита, интеграл 

на неограниченном промежутке. 

 

В современной финансовой инженерии очень часто встаёт проблема оценки ожидаемой полезности 

инвестиционного портфеля. В такой ситуации количественный аналитик сталкивается с задачей 

нахождения интеграла на неограниченном промежутке, которую невозможно решить аналитическим 

способом, но даже с применением хорошо известных численных методов, например, квадратур 

Ньютона-Котеса или Гаусса решение оказывается неэффективным или просто невозможным. 

Предположим, инвестор держит в портфеле одну облигацию, стоимость которой будет равна 1, и 

акцию [2, с. 262], цена которой случайна и имеет логнормальное распределение   , где          . 
Тогда ожидаемая полезность портфеля будет иметь вид 




