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 В плоской статически определимой ферме с крестообразной решеткой типа Финка грузы расположены 
в узлах верхнего пояса. Поставлена задача найти аналитическое выражение нижней частоты собственных коле-
баний фермы в зависимости от числа панелей в предположении, что массы грузов имеют лишь вертикальные 
перемещения, шарниры идеальные, а упругие стержни одинаковой жесткости не наделены массой. Усилия в 
стержнях находятся в программе, составленной на языке символьной математики Maple, из решения системы 
линейных уравнений равновесия узлов фермы, в которую входят и реакции опор. Для нижней оценки частоты 
используется метод Донкерлея. Жесткость фермы определяется по данным матрицы податливости, полученной 
по формуле Максвелла – Мора.  Отдельные решения, найденные для ферм с различным числом панелей, обоб-
щаются на произвольное число панелей. Коэффициенты итоговой формулы получаются из решения линейных 
рекуррентных уравнений четвертого порядка. Формула для частоты собственных колебаний имеет полиноми-
альный по числу панелей характер. 
 

Ключевые слова: ферма Финка, нижняя оценка частоты, Maple, индукция, число панелей, метод Дон-
керлея  

Постановка задачи 
 Динамический анализ строительных конструкций, наряду с другими задачами, вклю-

чает в себя частотный анализ собственных колебаний сооружения. Наибольшее практиче-
ское значение имеет нижняя (первая) частота колебаний. Как правило, эта частота вместе со 
всеми другими частотами спектра определяется численно в специализированных программ-
ных комплексах [1- 6]. Однако для некоторых регулярных стержневых систем возможны ре-
шения в символьном виде. На возможность использования свойства регулярности статически 
определимых систем для вывода удобных в практическом применении формул впервые об-
ратили внимание Игнатьев В.А. [7], Zok F. W., Latture R. M., Begley M. R [8], Hutchinson R. 
G., Fleck N.A., Guest S.D.  [9-11]. Эти формулы могут быть как оценкой для численных ре-
шений, так и применяться непосредственно для простейшей оценки частоты колебаний кон-
струкции. С помощью метода индукции с использованием системы компьютерной матема-
тики Maple ранее были получены формулы для частот колебаний отдельных грузов или 
оценки спектров частот плоских ферм [12 - 25]. Известны также отдельные алгоритмы для 
получения аналитических решений задач колебаний стержневых систем [26, 27]. В данной 
работе выводится формула для оценки нижней частоты колебаний плоской фермы типа 
Финка.  

Расчетная модель 
 

 Схемы ферм без нижнего пояса с раскосами, составляющими сплошную решетку 
(фермы Финка и Больцмана), были распространены в США в 19–20 веках в железнодорож-
ных мостах [28]. В современных зданиях часто используют покрытия в виде ферм без 
сплошного нижнего пояса (рис. 1).  
______________________ 
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Рис. 1. Ферма покрытия центрального зала торгового комплекса АФИМОЛЛ Сити, 

Москва 
 
Динамические характеристики ферм, спектр частот колебаний обычно определяются 

численно. Методы современной компьютерной математики позволяют получить оценку 
нижней частоты подобных систем. Рассмотрим плоскую модель фермы типа Финка (рис. 2). 
Аналитические решения задачи статики конструкций без нижнего пояса получены в работах 
[29–32]. 

 

  
Рис. 2. Ферма, n = 4 

 
Плоская статически определимая балочная ферма с 2n панелями имеет две опоры. Все 

панели кроме крайних имеют крестообразные раскосы. Массы расположены в верхних узлах 
стержней решетки по прямолинейному поясу. Рассмотрены только вертикальные смещения 
масс.  

Структура соединений стержней фермы задается в программе, составленной на языке 
Maple [33]. Ввод данных состоит из двух основных частей — ввода координат узлов и ввода 
порядка соединения стержней поясов и решетки. Всего в ферме 8K n  стержней. Порядок 
соединения стержней задается по аналогии с определением структуры графов в дискретной 
математике. Вводятся специальные упорядоченные списки из номеров вершин концов соот-
ветствующих стержней. 
 Усилия в стержнях находятся  вместе с реакциями опор из решения общей системы 
уравнений равновесия узлов.  

Уравнение частот 
 Динамические уравнения для массивных грузов записываются в матричной форме: 

0N N M Y D Y ,                                                             (1) 
где  1 2[ , ,..., ]T

Ny y yY  — вектор вертикальных перемещений масс 1,..., N,  2 1N n   — чис-
ло степеней свободы,   NM  — матрица инерции размером N N , ND  — матрица жесткости,
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Y  — вектор ускорений. В случае, когда все грузы одинаковые, матрица инерции диагональ-
ная: N NmM I . Матрица податливости NB , обратная к матрице жесткости ND ,  определяет-
ся с помощью интеграла Мора: 

3 ( ) ( ), 1
/ ( )K i ji jb S S l EF

  
 ,                                              (2) 

где   ( )iS — усилие в стержне    от действия единичной вертикальной силы, приложенной к 
узлу i, l — длина стержня  , K — число стержней фермы, EF — жесткость стержней. В чис-
ло стержней входят недеформируемые опорные стержни, соответствующие подвижной и не-
подвижной опорам. Усилия этих стержней в сумме (3) не учитываются.  Умножение уравне-
ния (2) слева на матрицу податливости NB  дает уравнение: 

0.N Nm  B I Y Y                                                               (3) 
 Представление формы колебаний  в виде 0sin( )k ky u t   , где   — собственная 
частота колебаний дает соотношение 2 Y Y . Отсюда из (3) следует ,N  B Y Y где  ча-
стота колебаний выражается через собственные числа матрицы NB : 21/ ( )m   . Задача 
сводится к проблеме собственных чисел матрицы податливости, состоящей из проекций 
единичных усилий, направленных по искомым усилиям в стержнях. Значения координат 
концов стержней и данные о геометрии решетки дают значения элементов матрицы. Усилия 

( )iS  в стержнях фермы определяются из решения системы уравнений узлов фермы. Соб-
ственные числа матрицы в системе Maple возвращает специальный оператор Eigenvalues из 
пакета LiearAlgebra. Частоты колебаний соответствуют собственным числам: 1/ ( )m  . 
Наименьшей является первая частота, нижнее значение которой необходимо найти.  
 

Оценка Донкерлея  
 По формуле Донкерлея нижняя оценка главной частоты колебаний имеет вид: 

 2 2
1

N
iD i

 


   ,                                                                  (4) 
где i  — частота колебания груза массой m , расположенного в узле i + 1 верхнего пояса. 
Уравнение колебаний (1) для одной массы имеет вид:  

                                                     0,i i imy d y   
где iy  — вертикальное смещение массы, iy — ускорение массы,  id  — коэффициент жестко-
сти (i — номер массы). Частота колебаний отдельной массы при отсутствии других масс 
находится по формуле: / .i id m   Коэффициент жесткости определяется с помощью инте-
грала Мора: 

 3 2( )
1

1/ / ( )i
i id S l EF

 
   . 

 Здесь обозначено ( )iS  — усилия в стержне с номером   от действия единичной вер-
тикальной силы, приложенной к узлу i + 1. Частоты колебаний определяются для масс, рас-
положенных поочередно во всех отмеченных узлах фермы.  Расчет ферм с различным чис-
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лом панелей n дает общий вид формулы для определения нижней оценки D . Для произ-
вольного числа панелей имеем:  

1
3 3 3 2

1
2

2 3 ),( ) / (N
D i

i
m C a C c hm EFC b n


                                             (5) 

где обозначена длина раскоса 2 2c a b  . Коэффициенты 1 2 3( ), ( ) , ( )C n C n C n   в этой форму-
ле определяются методом индукции. Сначала выписываются последовательности коэффици-
ентов, полученных из решения задачи для отдельных ферм, и находятся их общие члены. 
Длина таких последовательностей должна быть достаточной для того, чтобы определить об-
щий член. Специальный оператор rgf_findrecur системы Maple дает рекуррентное уравнение, 
из которого можно найти искомую зависимость. В случае определения коэффициента 1C  
имеем рекуррентное уравнение: 

1, 1, 1 1, 2 1, 33 3n n n nC C C C     . 
 Решение его дает оператор rsolve: 

2
1 16 18 5.C n n                                                                      (6)  

Аналогично находятся и другие коэффициенты: 
2 2

2 316 12 2, 8 6 1.C n n C n n     
                                               

(7) 
Формула (5) с коэффициентами (6), (7) представляет собой решение поставленной за-

дачи — выражение нижней границы D  первой частоты колебаний фермы с грузами m = 
200кг, распределенными по нижнему поясу в зависимости от числа панелей и размеров фер-
мы. График на рис. 3 построен при 42,0 10 кНEF   , 3мa  . 

 
 

 
Рис. 3. Зависимость частоты колебаний от числа панелей n при a=3 м  

 
С увеличением числа панелей увеличивается и длина фермы, а частота колебаний мо-

нотонно уменьшается. Для фермы с большей высотой b = 5 м (жесткость больше) частота 
выше. На рис. 4 дана зависимость частоты от высоты стоек фермы. 
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Рис. 4. Зависимость частоты колебаний от высоты стоек b  

 
Заключение 

  Дан алгоритм вывода формулы для нижней оценки первой собственной частоты коле-
баний плоской фермы с произвольным числом панелей. Для решения использованы метод 
индукции и система Maple. Алгоритм применим для тех регулярных ферм, для которых до-
ступно аналитическое решение задачи о прогибе, как плоских [33–36], так и пространствен-
ных [37]. Выбор системы компьютерной математики был произволен. С таким же успехом 
можно использовать систему Wolfram Mathematica. Определяющим свойством выбранной 
программы явилась ее возможность находить общие члены последовательностей и быстро-
действие в режиме символьных преобразований. 
 Полученная оценка частоты имеет достаточно простой вид и может служить предва-
рительной оценкой частотной характеристики проектируемой конструкции.  
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 In a planar statically determinate truss with a Fink-type cross-shaped grid, the loads are lo-
cated at the nodes of the upper belt. The task is to find an analytical expression of the lower fre-
quency of natural vibrations of the truss as a function of the number of panels, assuming that the 
masses of loads have only vertical movements, the hinges are ideal, and elastic rods of the same 
stiffness are not endowed with mass. The forces in the rods are found in a program compiled in the 
language of symbolic mathematics Maple, from the solution of a system of linear equations of equi-
librium of truss nodes, which includes the reactions of supports. For the lower evaluation frequency 
method is used for Dunkerley. The rigidity of the truss is determined from the data of the compli-
ance matrix obtained by the Maxwell – Mohr's formula.  Individual solutions found for trusses with 
different numbers of panels are generalized to an arbitrary number of panels. The coefficients of the 
final formula are obtained from solving linear recurrent equations of the fourth order. The formula 
for frequency is polynomial in the number of panels. 
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