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Аннотация 
Формула для прогиба статически определимой балочной фермы с параллельными поясами 

под действием равномерной нагрузки по узлам верхнего пояса получена методом индукции 
на основе формулы Максвелла-Мора. Решетка фермы имеет шпренгельное усиление. Для 
коэффициентов искомой зависимости от числа панелей выведены и решены рекуррентные 
уравнения. Получена асимптотика решения. 
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Summary 
The formula for the deflection of a statically determinate beam truss with parallel belts under the 

action of a uniform load along the nodes of the upper belt was obtained by induction on the basis of 
the Maxwell-Mora formula. The lattice of the truss has a sprung reinforcement. For the coefficients 
of the desired dependence on the number of panels, recurrence equations are derived and solved. 
The asymptotics of the solution is obtained. 
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Рассмотрим плоскую ферму высотой 2h, содержащую  n панелей в пролете (рис.1) [1].  

 
Рис. 1. Ферма при n=3 

Длина каждой панели по нижнему поясу равна 4a. Расчет усилий в стержнях и величины 
прогиба плоских ферм с заданным числом панелей не представляет особой трудности как 
численно, так и аналитически и является одной из базовых учебных задач курса 
строительной механики. Значительно сложнее (и интереснее!) получить подобное решение в 
аналитической форме для произвольного числа панелей. Это позволит, во-первых, снять 
традиционную зависимость точности решения от числа панелей, во-вторых, существенно 
упростить расчет и, в-третьих, даст возможность выполнить асимптотическую оценку 



решения.  Ранее такие исследования и расчеты были выполнены для плоских [2-10], арочных 
[11-14] и пространственных  [15-17] ферм.  В этих работах использовался метод индукции и 
формула Максвелла - Мора в предположении, что стержни фермы работают только на 
сжатие и растяжение. Метод индукции совместно с операторами Maple применялся также 
для получения аналитических решений внешне статически неопределимых ферм [18-24], 
вантовых ферм [25,26] и свайного фундамента [27]. 

  Решение задачи начинается с определения усилий в стержнях фермы  [28]. Усилия в 
стержнях, входящих в формулу Максвелла-Мора 
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определяются методом вырезания узлов. Здесь введены стандартные обозначения: EF  – 
жесткость стержней, iS  – усилия в стержнях от нагрузки, iN  – усилия в стержнях от 

действия единичной вертикальной силы, приложенной к среднему узлу нижнего пояса, il  –  
длины стержней, K – количество стержней.  Опорные стержни,  моделирующие шарниры 
приняты жесткими. Для определения усилий используем  программу [28], написанную на 
языке системы Maple. Фрагмент программы ввода координат узлов (начало координат в 
левой подвижной опоре) имеет вид 

 
> for i to 4*n+1 do   
>  x[i]:=a*(i-1); y[i]:=0; 
> od: 
> for i to 4*n-3 do   
>  x[i+4*n+1]:=a*i+a; y[i+4*n+1]:=2*h; 
> od: 
> for i to 2*n do   
>  x[i+8*n-2]:=2*a*i-a;y[i+8*n-2]:=h; 
 > od: 
 
Расчет усилий и определение прогиба производится последовательно для ряда ферм с 

числом панелей 1, 2,... N. Верхний предел  N зависит от длины последовательности 
коэффициентов, необходимой для выявления закономерности образования этой 
последовательности. Оказывается, что существуют рекуррентные уравнения, которым 
подчиняются члены последовательностей коэффициентов искомой зависимости. Эти 
уравнения дает оператор rgf_findrecur системы Maple,  работающий с четным 
количеством аргументов.  Решение уравнения можно легко получить с помощью оператора 
rsolve. При этом необходимо подключить еще специальный пакет genfunc. Приведем 
фрагмент программы, который составляет рекуррентную формулу для последовательностей 
коэффициентов: 

> n:='n':with(genfunc): 
> S:=seq(A[i],i=1..N); 
> N1:=nops([S])/2: 
> Z:=rgf_findrecur(N1, [S], t,n); 
> ZZ:= simplify (rsolve({Z,seq(t(i)=S[i],i=1..N1)},t)); 



Команда n:='n': требуется для "очистки" переменной, использованной ранее в 
программе и имеющей некоторое значение. В переменной S хранится исследуемая 
последовательность. Число начальных значений N1 получается с помощью команды 
nops([S])/2 . Переменная  t  вспомогательная. Эта переменная есть член 
последовательности в процедуре решения. Полученное рекуррентное уравнение обозначено 
как  Z. Решение уравнения (с начальными данными) обозначено как ZZ. Оператор 
simplify  упрощает результат. Иногда в подобных решениях удобно также использовать 
оператор factor, раскладывающие выражение на сомножители.  

 Для того, чтобы программа могла правильно найти коэффициенты при 3a , 3c  и 3h , 
составить последовательности и формулы этих последовательностей, зависящие от числа 
панелей n, необходимо привести формулу к удобному виду 

                                         
3 3 3 2( ) / (2 )n n nEF P A a C c H h h∆ = + + ,                                                  

(1) 
 то есть, на время операции избавиться от знаменателя 22h , который в данном случае 

будет одинаков при любом n. Поэтому умножим формулу Максвелла-Мора на эту величину.  
Так, программа составила рекуррентное уравнение для последовательности 3, 30, 143,...., 

34680 коэффициентов   при 3a : 

                                  1 2 4 5 6  4 5 5 4n n n n n nA A A A A A− − − − −= − + − +  
Решение этого уравнения после упрощения имеет вид 

                                    
2 2 15 (2 1) / 3 (( 1) 1) / 2n

nA n n += + + − + .                                                (2)   
Аналогично рекуррентное уравнение для последовательности 5, 8, 37,...., 288 

коэффициентов   при 3c   имеет вид: 1 3 4  2C 2n n n nС C C− − −= − +  . Последовательность  4, 0, 

4,...., 0 коэффициентов   при 3h  имеем простую связь: 2 n nH H −= . Решение этих уравнений 
имеет вид  

                               2 11)4 / 2(( )1n
nC n += + − + ,  12(( 1) 1)n

nH += − + .                                      (3) 
Аналитическая форма зависимости (1-3) позволяет выявить предельное свойство решения. 

Введем безразмерный прогиб ' / ( )sEF P L∆ = ∆ , где 4L na=  — пролет фермы, (4 1)sP n P= −  
— суммарная нагрузка. В системе Maple легко получить предел 

lim '/ / (2 )
n

n h L
→∞

∆ = . 

Таким образом, рост относительного прогиба с увеличением числа панелей (при 
постоянной нагрузке и длине пролета) на бесконечности линейный. Зависимость имеет 
наклонную асимптоту.  

Обзор работ по применению метода индукции в задачах строительной механики (расчет 
ферм) дан в [29,30]. 
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