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ФоРМУЛы ДЛЯ Расчета пРоГИБа пЛосКоЙ РаспоРноЙ ФеРМы Моста 
с пРоИЗВоЛьныМ чИсЛоМ панеЛеЙ 

Выводится аналитическое решение задачи о прогибе плоской модели фермы моста с двумя непод-
вижными шарнирными опорами. Находятся формулы зависимости прогиба, реакций опор и усилий 
в характерных стержнях от числа панелей в конструкции. Используются операторы компью-
терной математики Maple. Прогиб определяется по формуле Максвелла–Мора. Серия отдель-
ных решений, полученных для ферм с последовательно увеличивающимся числом панелей, обобща-
ется на произвольное число панелей. Получена картина распределения усилий по стержням фермы. 
Показано, что смена знаков усилий в поясах фермы не зависит от ее геометрических параметров, 
а зависит только от числа панелей. 
Ключевые слова: ферма, распор, прогиб, Maple, индукция, число панелей, асимптотика.

Исследования и расчет ферм выполняются на практике, как правило, численно с исполь-
зованием программных комплексов и систем на основе метода конечных элементов. Известны 
и аналитические решения в тригонометрических рядах с использованием компьютерной мате-
матики [1, 2]. В справочнике [3] собраны схемы плоских статически определимых регулярных 
ферм и формулы для их прогибов, полученные методом индукции для произвольного порядка 
конструкции. Проблемы образования и расчета регулярных статически определимых ферм изу-
чались в работах [4–9]. Известны отдельные простые формулы для расчета плоских [10–13] и про-
странственных ферм [14, 15]. Метод индукции, позволяющий для регулярных ферм существенно 
расширить область применения расчетных формул, используется и для вывода аналитических 
оценок собственных частот колебаний моделей ферм с массами, распределенными по узлам  
[16–18]. В настоящей работе предлагается схема регулярной фермы арочного типа и аналитиче-
ский расчет усилий в стержнях и прогиба для произвольного числа панелей.

Расчетная модель
Статически определимая схема фермы имеет решетчатую конструкцию с прямолинейным 

верхним и криволинейным нижним поясом (рисунок 1). Длина фермы 4L an= . Средние 2( 3)n-  
панели, составляющие регулярную часть фермы, имеют крестообразную решетку. Ферма имеет 
две неподвижные шарнирные опоры A, B. Общее число стержней фермы 8 16.N n= +  В это число 
не входят четыре стержня, моделирующие неподвижные опоры. Рассматриваются три вида нагру-
зок: равномерная узловая нагрузка на верхний пояс (рисунок 1), нижний пояс (рисунок 2) и сосре-
доточенная нагрузка на средний узел C нижнего пояса.

Рисунок 1. Равномерная узловая нагрузка на верхний пояс, n = 4

Рисунок 2. Равномерная узловая нагрузка на нижний пояс, n = 6
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Предполагается, что стержни конструкции упругие. Ферма внешне статически неопредели-
мая. Реакции опор определяются в аналитической форме одновременно с усилиями во всех стерж-
нях фермы из решения системы линейных уравнений равновесия всех узлов: GS B= , где B  — 
вектор узловых нагрузок, S  – вектор неизвестных усилий в стержнях. Матрица G  составлена 
из направляющих косинусов усилий в стержнях, для вычисления которых задаются координаты 
узлов. Данные о номерах концов стержней собираются в списки аналогично тому, как в дискрет-
ной математике задается информация о графе. Узловые нагрузки в проекции на ось x (горизон-
тальные), приложенные к узлу i, записываются в нечетные элементы 2 1iB - , в проекции на ось y – 
в четные 2iB .

Усилия и реакции опор
В случае равномерной узловой нагрузки на верхний пояс ненулевые элементы вектора B  

имеют вид 2 , 2 8,...,4 8iB P i n n=- = + + (нумерация узлов начинается с нижнего пояса). Нагрузка 
на нижний пояс соответствует вектору 2 , 4,...,2 2iB P i n=- = + . На рисунке 3 представлена кар-
тина распределения усилий в стержнях фермы при a = 3 м, h = 2 м в случае загружения верхнего 
пояса. Значения усилий, отнесенных к величине нагрузки P, округлены до двух значащих цифр, 
а толщина отрезков стержней условно пропорциональна модулям усилий. Синим цветом обо-
значены сжатые стержни, красным — растянутые. Нижний пояс при такой нагрузке и n=4 сжат, 
верхний – растянут. Усилия в стержнях средней части решетки незначительные. Такое распре-
деление характерно для распорных (арочных) ферм небольшой длины. Вычисления показывают, 
что при n>6 распределение сжатых и растянутых стержней в поясах меняется на обратное: верх-
ний пояс сжат, нижний растянут. Для усилий в стержнях середины пролета можно получить ана-
литические выражения зависимостей от числа панелей. Рассчитывая ряд ферм с увеличиваю-
щимся числом панелей, получаем последовательность значений усилий в стержне середины верх-
него пояса при n = 4,..., 8: / 13 / (2 ), 5 / ,5 / (2 ), / , 11 / ,...O P a h a h a h a h a h= - -   После n = 6 знак усилия 
действительно меняется. Общий член последовательности имеет вид: 2( 6 5) / (2 ).O Pa n n h=- - -  
Аналогично выводится формула для усилия в стержне середины нижнего пояса: 

2( 9 6) / (2 ).U Pa n n h=- - -  Для реакций опор: (3 2) / (2 ),AX Pa n h= +  (2 1) / 2.AY P n= +  При загру-
жении узлов нижнего пояса (рисунок 2) имеем: 2(2 12 5) / (4 ),O Pa n n h=- - + 2( 9 2) / (2 ),U Pa n n h=- - +  

(6 1) / (4 ),AX Pa n h= - (2 1) / 2.AY P n= -  

прогиб
Для определения прогиба конструкции в центральном узле C нижнего пояса используем 

формулу Максвелла–Мора:
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Суммирование ведется по всем деформируемым стержням фермы, кроме четырех опорных. 
Используются обозначения: kS  – усилия в k-м стержне фермы от действия приложенной нагрузки,

ks  – усилие от действия единичной вертикальной силы, приложенной к узлу C. Принято, что 
жесткость EF всех стержней одинакова. Расчет прогиба ряда ферм в символьной форме показал, 
что для любого числа панелей вид итоговой формулы один и тот же: 

Рисунок 3. Усилия в стержнях фермы при равномерном нагружении верхнего пояса, n = 4
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где 2 2 ,c a h= +   2 29 .d a h= +  Рассмотрим случай нагружения верхнего пояса. Последовательность 
решений имеет вид:
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Для получения решения, справедливого при любом n, необходимо обобщить эти выраже-
ния, используя метод индукции. Наиболее сложным оказалось найти зависимость 1( )С n . Чтобы 
определить общий член последовательности 24, -26, 140, -156, 164... потребовалось найти анали-
тические решения для 20 ферм. Оператор rgf_findrecur системы Maple дает следующее рекуррент-
ное уравнение для общего члена последовательности:

1, 1, 1 1, 2 1, 3 1, 4 1, 5 1, 6 1, 7 1, 8 1, 94 4 6 6 4 4 .n n n n n n n n n nC C C C C C C C C C- - - - - - - - -= + - - + + - - +

Решение этого уравнения получается с помощью встроенного оператора rsolve и имеет вид:
 4 3 2

1 (10 10(2( 1) 15) 2(319 117( 1) ) 5(53( 1) 81) 1113 657( 1) ) /12.n n n nC n n n n= + - - + - - + - - - + -  (3)
Аналогично находятся и остальные коэффициенты:
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В случае загружения нижнего пояса коэффициенты в (2) имеют вид:
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(4 6(7 3( 1) ) 59 31( 1) ) / 8,
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Рисунок 4. Зависимость относительного прогиба от числа панелей
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Коэффициенты в (2) при действии на ферму силы P, сосредоточенной в среднем узле C:

 
3 2

1

2 3 4

(4 15(( 1) 3) (197 117( 1) ) 210( 1) 282) / 6,

(4 9 9( 1) ) / 4, 3(1 ( 1) ) / 2, (1 ( 1) ) / 4.

n n n

n n n

С n n n

C n C C

= + - - + - - + - -

= + - - = - - = - -
 (6)

Наглядное представление о характере найденной зависимости безразмерного прогиба от числа 
панелей n для различных значений высоты h дает график на рисунке 4, построенный по форму-
лам (2), (5) для случая нагружения нижнего пояса (рисунок 2). Введем обозначение для относи-
тельного прогиба ' / ( )sumEF LP∆ ∆= , где (2 1)sumP P n= - , 4 100L na= =  м. Значительные скачки про-
гиба характерны для распорных систем со сложной раскосной решеткой [3] и объясняются сла-
гаемыми с коэффициентом ( 1)n-  в решении. Особенно велики скачки при малом числе панелей, 
далее кривая несколько сглаживается. Несмотря на скачкообразный вид зависимости, здесь сред-
ствами системы Maple можно выявить линейные асимптоты: lim '/ / (4 ).

n
n h L∆

®¥
=

Заключение
Предложена статически определимая регулярная схема фермы распорного типа. 

Математическая модель фермы допускает аналитическое решение задачи о зависимости про-
гиба от числа панелей, нагрузки и размеров конструкции. Выведенная методом индукции фор-
мула может быть использована для оценки точности численных решений и для предварительного 
расчета проектируемой конструкции. Скачкообразная зависимость прогиба от числа панелей дает 
возможность провести оптимизацию фермы по жесткости выбором надлежащего числа панелей.

Работа выполнена в рамках проекта «Динамика легких стержневых конструкций манипу-
ляторов» при поддержке гранта НИУ «МЭИ» на реализацию программ научных исследований 
«Технологии индустрии 4.0 для промышленности и робототехника» 2020–2022 гг.
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FORMULA FOR CALCULATION OF THE DEFLECTION OF A FLAT STRUT BRIDGE WITH AN 
ARBITRARY NUMBER OF PANELS
M.N. Kirsanov, National Research University “MPEI”; e-mail: c216@ya.ru

Abstract. The problem of finding an analytical solution to the problem of deflection of a planar model of 
a bridge truss with two fixed hinged supports is posed. Formulas are derived for the dependence of deflec-
tion, reactions of supports and forces in characteristic rods on the number of panels in the structure. Maple 
computer mathematics operators are used. The deflection is sought by the Maxwell-Mohr formula. A series 
of individual solutions obtained for trusses with a successively increasing number of panels are general-
ized to an arbitrary number of panels. A picture of the distribution of forces on the truss rods is obtained. 
It is shown that the change of force signs in the truss chords does not depend on its geometrical parame-
ters, but depends only on the number of panels.
Key words: truss, thrust, deflection, Maple, induction, number of panels, asymptotics.
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