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УДК 624.072.33.041.1 
 

АНАЛИТИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ ПРОГИБА СОСТАВНОЙ 
ВНЕШНЕ СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМОЙ РАМЫ 

 
Илюшин Александр Сергеевич 

 
Национальный исследовательский университет «МЭИ» 

 
С использованием системы компьютерной математики и метода индукции выведена 

формула зависимости прогиба плоской стержневой рамы составного типа, опирающейся на 
четыре шарнирные опоры, две из которых являются подвижными. Внешней нагрузкой является 
вертикальная сосредоточенная нагрузка в сочленяющем шарнире. Показано, что зависимость 
прогиба от числа панелей в ригеле имеет полиномиальный характер. 

 
Ключевые слова: ферма, прогиб, индукция, Maple, точное решение. 
 
Рассмотрим составную раму решетчатого типа с крестообразной решеткой и четырьмя 

опорами (рис. 1). Особенность конструкций опор не позволяет определить их реакции обычными 

методами механики из уравнения равновесия рамы в целом и ее отдельных частей после 

разбиения ее на части по внутреннему сочленяющему шарниру. Реакции опор в таких «внешне 

неопределимых» конструкциях определяются из решения уравнений равновесия всех узлов 

фермы вместе с определением усилий в стержнях. В настоящей работе ставится задача получить 

точную формулу для зависимости прогиба фермы от числа панелей в ригеле при фиксированном 

числе панелей в боковых стойках. 

 
 

Рис. 1. Ферма под действием сосредоточенной нагрузки 
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Для расчета прогиба рамы (вертикальное перемещение сочленяющего узла) используется 

программа определения усилий в стержнях статически определимых ферм, написанная на языке 

системы компьютерной математики Maple [1]. Метод, использованный для вывода искомой 

формулы, ранее применялся для расчета ряда решетчатых ферм [2-13], ферм арочного типа [14-

19] и пространственных структур регулярного типа [20-29]. Аналитические решения для ферм, 

которые допускают мгновенную переменность, рассчитаны в [30-33]. Индукционный метод, 

примененный в [34,35], дал возможность получить статические соотношения для ножничных 

механизмов. Аналитические решения для регулярных ферм типа Больмана или Финка были 

получены в [36-40]. Расчет прогиба плоской статически определимой рамы индукционным 

методом был сделан в [41]. Обзоры работ с использованием индукционного метода расчета ферм 

содержатся в [42-44]. В [45] получено решение о прогибе Г-образного кронштейна-фермы для 

крепления уличного освещения или рекламы. 

В результате расчётов ряда ферм с различным последовательно увеличивающимся числом 

панелей получено выражение для прогиба фермы, не зависящее по форме от числа панелей: 

 3 3 3 2( ) / (2 ),EF P Aa Bc Ch hD     (1) 

где 
2 2c a h  – длина короткого раскоса в ригеле. Характерная черта регулярных 

конструкций – постоянство формы конечного решения для различного числа панелей [46,47]. 

С помощью метода индукции найдены коэффициенты, зависящие от числа панелей [2-8]. 

С помощью оператора «rgf_findrecur» из специализированного пакета «genfunc» по данным 

расчета четырнадцати ферм получаем линейные однородные рекуррентные уравнения порядков 

7 и 5: 

1 2 3 4 5 6 73 3 3 3 ;n n n n n n n nA A A A A A A A              

1 2 3 4 52 2 ;n n n n n nB B B B B B          

1 2 3 4 52 2 .n n n n n nC C C C C C          

Находим решения приведенных уравнений с помощью оператора «rsolve» в виде 

полиномов третьего и второго порядка по числу панелей: 

3 246 6 (34 ( 1) ) (221 45( 1) ) 93( 1) 165
;

192

n n nn n n
A

        
  

236 (43 7( 1) ) 25( 1) 49
;

16

n nn n
B

     
  

258 10 (5 ( 1) ) 65( 1) 137
.

32

n nn n
C

     
  

Полученное решение (1) легко обобщить на произвольное соотношение жесткостей 

стержней различной длины: 
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3 3 3 2( ) / (2 ),a b cEF P A a B c C h h  D     

где введены коэффициенты жесткостей стержней соответствующей длины: 

/ ; / ; / .a a b b c cEF EF EF EF EF EF      

Модули упругости стержней принимаются равными, а площади сечения варьируются по 

отношению к некоторой постоянной площади F. 

Для безразмерного относительного прогиба ' / ( )EF LPD  D  на рис. 2 построены кривые по 

формуле (1) при длине пролета 100L   м. Длина панели a  зависит от пролета: / (2 5)a L n  . 

Высота h  указана в метрах. 

 
Рис. 2. Зависимость прогиба от числа панелей 

 

С увеличением числа панелей уменьшается колебание величины прогиба. Тем самым 

зависимость напоминает график затухающих колебаний. Наименьшая величина прогиба 

достигается при 2n  . Аналогичная «пилообразная» зависимость прогиба от числа панелей 

получена в [9] для рамы (рис. 3).  

 

 
 

Рис. 3. Стержневая внешне статически неопределимая рама [9] 
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Конструкции этой рамы (рис. 3) и рассмотренной выше (рис. 1) объединяет тип решетки и 

наличие внешней статической неопределимости. Вполне возможно, что именно это и является 

причиной скачкообразной зависимости прогиба от числа панелей. Практическое использование 

обнаруженного факта резких изменений жесткости рамы при изменении числа панелей может 

быть в оптимизации ее конструкции рациональным выбором ее параметров. 
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Анализируется деформация плоской решетчатой фермы рамного типа под действием 

сосредоточенной нагрузки в середине пролета или равномерной нагрузки по верхнему поясу 
ригеля. Выводится функция величины прогиба рамы от числа панелей. Для решения 
поставленной задачи применяются специальные операторы системы Maple и метод вырезания 
узлов. Индуктивный метод по двум независимым параметрам фермы дает возможность 
обобщить частные решения на произвольное число панелей. Для определения перемещения 
используется интеграл Мора. 

 
Ключевые слова: ферма, рама, формула Максвелла-Мора, прогиб, индукция, Maple. 
 

Аналитический метод расчета ферм во многом является альтернативным по отношению к 

традиционному численному. Значимость формул в аналитическом виде для расчета 

строительных конструкций определяется их простотой и числом независимых параметров 

конкретной задачи, характеризующими вместе с размерами форму конструкции. Простые 

формулы для расчета конструкции с фиксированным числом узлов, в которые входят только 

размеры, величина нагрузки определенного вида и характеристики свойств материала, 

получаются в известных современных системах компьютерной математики, одной из которых 

является Maple [1].  

Область применения формул для расчета ферм, обладающих некоторой периодичностью 

структуры, при использовании двух параметров (рис. 1, 2) значительно шире, чем в задачах с 

одним параметром.  В рассматриваемой ферме с 2n панелями в ригеле высотой 2b и высотой 

боковых опорных ферм mh это параметры m и n.  При малом числе n и большом m ферма имеет 

вертикальную форму башенного типа, а при m = 1 – это балочная ферма. В  ферме содержится 

8( ) 16sN m n    стержней (вместе с тремя опорными). 
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Рис. 1. Ферма при n=7, m=2 при нагружении в середине пролета 

 

 

Рис. 2. Ферма при n=6, m=5 с распределенной нагрузкой по верхнему поясу 

 

Решение задачи о выводе аналитической зависимости прогиба от числа панелей 

начинается с определения усилий в стержнях. В компьютерной математической системе Maple 

разработана программа [1], основанная на методе вырезания узлов и составления матрицы 

уравнений равновесия всех узлов, дающая решение задачи об усилиях в символьной форме. 

В программу вводятся координаты узлов, порядок соединения стержней и узлов. Ранее эта 

программа применялась в некоторых аналитических расчетах плоских арочных [2-5], 

решетчатых [6-12] и пространственных фермах [13-20]. 

В настоящей работе для нагрузки по середине ригеля применим формулу Максвелла-

Мора: 

 
3

( ) (1)

1

/ ( )
sN

P
i i i

i

S S l EF




D   , (1) 

где EF – продольная жесткость упругих (модуль упругости E) стержней; 
( )P
iS – усилие в стержне 

с номером i=1,.., 3sN    фермы от заданной нагрузки; il  – длина стержня;  
(1)
iS  – усилие  в этом 

же стержне от действия единичной  силы, приложенной к среднему узлу нижнего  пояса, прогиб 

которого (вертикальное смещение) вычисляется.  Жесткость стержней принята одинаковой для 

всех стержней фермы. Метод индукции дает возможность получить общее для всех ферм 
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с произвольными числами панелей в ригеле и стойках выражение для смещения среднего узла 

ригеля вида: 

 
3 3 3 2 2

1 2 3 4( ) / ( );P С a С d С b С hb b EFD      (2) 

где Р – величина нагрузки на раму; Сi – искомые коэффициенты аналитического выражения. 

Отметим также, что 
2 2d a b  — длина раскоса в стойках. 

Крайне важно отметить, что прогиб зависит от числа панелей как в вертикальном, так и в 

горизонтальном направлении. Это говорит о необходимости расчета числовых 

последовательностей от параметра n при постоянном m, а затем, наоборот, для параметра m при 

постоянном n. 

Рассчитаем коэффициенты Сi в (2) от единичной нагрузки, применяя метод индукции и 

выявляя числовые последовательности коэффициентов перед степенями линейных размеров a, b, 

d, а также используя оператор rgf_findrecur из пакета genfunc системы Maple. По этим данным 

для каждого из случаев, описанных выше, получим рекуррентные уравнения при постоянном 

параметре m: 

1( ) 1( 1) 1( 2) 1( 3) 1( 4) 1( 5)3 2 2 3 ;n n n n n nC C C C C C         2( ) 2( 1) 2( 2) 2( 3) ;n n n nC C C C    
 

3( ) 3( 1) 3( 2) 3( 3) ;n n n nC C C C      4( ) 4( 1) .n nC C   

Аналогично получим уравнения при постоянном параметре n: 

1( ) 1( 1) ;m mC C  2( ) 2( 1) ;m mC C  3( ) 3( 1) ;m mC C  4( ) 4( 1) 4( 2)2 .m m mC C C    

Используя оператор rsolve для решения рекуррентных уравнений в виде аналитических 

выражений, получим коэффициенты Ci, зависящие от чисел m и n [21-22]: 

 3 2
1 2 6 10 3( 1) 3 / 24;nC n n n       2 4 ( 1) 3 / 8;nC n     3 4 3( 1) 1 / 8;nC n     4 / 2.C m  

В задаче о прогибе фермы под действием равномерной нагрузки выражение для прогиба 

имеет тот же вид (2). Аналогично, используя оператор rgf_findrecur из пакета genfunc системы 

Maple по данным, полученным для различных m и n, выведем рекуррентные уравнения при 

постоянном параметре m, а затем и n соответственно. Уравнения получаются большего порядка 

и для их вывода требуется большее время: 

1( ) 1( 1) 1( 2) 1( 3) 1( 4) 1( 5) 1( 6) 1( 7)3 5 5 3 ;n n n n n n n nC C C C C C C C              

2( ) 2( 1) 2( 2) 2( 3) 2( 4) 2( 5)2 2 ;n n n n n nC C C C C C          

3( ) 3( 1) 3( 2) 3( 3) 3( 4) 3( 5)2 2 ;n n n n n nC C C C C C          4( ) 4( 1) 4( 2)2 .n n nC C C    

Как показывают расчеты, некоторые коэффициенты не зависят от числа панелей по 

вертикали фермы. Для коэффициента при 2hb  имеем простое однородное уравнение второго 

порядка 4( ) 4( 1) 4( 2)2 .m m mC C C   С помощью оператора rsolve найдем решения этих уравнений 
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  4 3 2
1 10 30 68 20 12 3 ( 1) 3 / 96;nC n n n n n                  2

2 2 3 ( 1) 2 / 8;nC n n n    

  2
3 2 13 3 4 ( 1) 10 / 8;nC n n n        4 4 3 / 2.C m n   

Основываясь на полученные результаты, можно установить, что выведены достаточно 

простые формулы, позволяющие оценить деформацию предложенной схемы фермы. Алгоритм, 

с помощью которого были получены формулы, может быть перенастроен и на другие нагрузки. 

Примечательно, что весьма эффективным полученное решение является при большом числе 

панелей в ферме, т.е. в тех случаях, когда при численном решении системы уравнений большой 

размерности возникают трудности ее преодоления, что объясняется неизбежным накоплением 

погрешностей счета. 

Отметим, что метод индукции и программа расчета усилий на языке Maple также 

использовались при расчете плоских распорных рам и арок [23,24], слабо вспарушенной фермы 

[25], решетчатой фермы, имеющей случаи кинематической изменяемости [26], конструкции 

башенного типа [27] и некоторых других плоских статически определимых ферм [28-31]. 

Методом индукции получены аналитические выражения для частот колебаний балочных ферм 

[32,33]. Обзор некоторых аналогичных работ, использующих программу [1] в задачах о прогибе 

плоских ферм, выполнен в [4,34].  
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Плоская статически определимая ферма c раскосной прямоугольной решеткой имеет две 
опоры и произвольное число панелей в ригеле. К ферме приложена нагрузка в середине пролета. 
Задачей работы является получение зависимости прогиба фермы в аналитическом виде от 
числа панелей в ригеле и числа панелей в боковых опорных фермах. Для решения задачи 
используются операторы системы компьютерной математики Maple и метод индукции по 
двум независимым параметрам при обобщении частных решений на общий случай. 

 
Ключевые слова: ферма, рама, формула Максвелла-Мора, прогиб, индукция, Maple. 
 
Методы компьютерной математики при расчете строительных конструкций с развитием 

программного обеспечения занимают все более значимое место в инженерной практике и 

научных исследованиях [1-4]. Не отрицая первостепенную роль численных методов и 

соответствующих разнообразных пакетов для их реализации, заметим, что короткие, простые 

формулы, позволяющие получить решение для конструкций с произвольным числом элементов, 

всегда будут востребованы как в практике (хотя бы для оценки численных решений), так и в 

теории. Вывод формул для расчета конструкций, несмотря на очевидные теоретические 

трудности, оправдан возможностью многократного их применения. Для регулярных ферм с 

произвольным числом элементов периодичности (панелей или групп панелей) такие решения 

можно получить методом индукции. В настоящей работе применяется метод индукции по двум 

независимым параметрам, что существенно расширяет область применимости итоговой 

формулы. 

Ферма высотой 2mh (см. рисунок) с пролетом, состоящим из 2n панелей длиной a, 

нагружена вертикальной силой P в середине пролета по нижнему поясу ригеля. Ферма является 

плоской и при этом статически определимой. В симметричной раме выделены три части: ригель 

с 2n панелями, наклонные и вертикальные части с 2m панелями. Все панели имеют 

симметричную относительно центра пролета наклонную решетку. Произведем методом 

вырезания всех узлов рамы расчет реакций опор и усилий одновременно. Для этого применим 

программу, которая ранее использовалась в некоторых аналитических расчетах различных 
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плоских шпренгельных, арочных и пространственных ферм. Для расчета многорешетчатых ферм 

эта программа является наиболее эффективной. 

В рассматриваемой ферме с n панелями в половине пролета число стержней –

8( 2 ) 7N n ms    . Опорные стержни, моделирующие опоры, предполагаются жесткими и в 

расчет величины прогиба не входят. Используем программу [1-4], разработанную в системе 

Maple, которая была апробирована в некоторых работах [5-8] для расчета усилий в стержнях в 

аналитической форме.  

 
Ферма при n = 4, m = 2 

 
Расчет начинается с кодирования структуры фермы. Ниже представлен фрагмент кода 

программы для ввода координат узлов на языке системы символьной математики Maple: 

          > H:=2*m*h: 

> for i to m do   

>   x[i]:=a; y[i]:=h*i;                        x[i+3*m+2*n-3]:=2*n*b+2*m*a-a; 

>   y[i+3*m+2*n-3]:=m*h-(i-1)*h; x[i+5*m+2*n-2]:=i*a; 

>   y[i+5*m+2*n-2]:=h*i+m*h;      x[i+6*m+4*n-3]:=i*a+2*n*b+m*a-a; 

>   y[i+6*m+4*n-3]:=H-(i-1)*h; 

> od: 

> for i to m-1 do   

>    x[i+m]:=a*i+a; y[i+m]:=h*i+m*h; 

>    x[i+2*m+2*n-2]:=a*m+2*n*b+a*i-a; y[i+2*m+2*n-2]:=2*m*h-i*h; 

> od: 

> for i to 2*n-1 do  

>    x[i+2*m-1]:=m*a+b*i;y[i+2*m-1]:=2*m*h-h;  

>    x[i+6*m+2*n-2]:=m*a+b*i;y[i+6*m+2*n-2]:=H;  

> od: 

С помощью специальных векторов, содержащих номера концов соответствующего 

стержня, определяется структура соединений узлов и стержней [9].  
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Также составляются уравнения равновесия в проекциях на оси координат для узлов фермы. 

Система вводится в компьютер в матричном виде. 

Решение системы линейных уравнений в символьной форме (задействованы операторы 

системы символьной математики Maple) дает выражения для усилий во всех стержнях. Для 

вычисления прогиба используется интеграл Мора в виде: 

3 3 3 3 3 2 2 2
1 2 3 4 5 6 7( ) / (2 ),P С a С c С h С f b С С a b С b a h EFD         

где EF – жесткость стержней; h – высота пролета; Р – нагрузка на ферму; Сi – искомые 

коэффициенты. В свою очередь, 
2 2c a h  , 2 2f b h  . 

Отметим, что прогиб зависит от числа панелей как в вертикальном, так и в горизонтальном 

направлении. Таким образом, необходим расчет числовых последовательностей от параметра n 

при постоянном m, а затем, наоборот, для параметра m при постоянном n. 

Для получения аналитических выражений коэффициентов Ci с помощью анализа числовых 

последовательностей в каждом случае был применен оператор rgf_findrecur пакета genfunc 

системы Maple. Так, можно получить линейные однородные рекуррентные уравнения для 

коэффициентов Сi. Уравнения при постоянном параметре m имеют вид:   

1( ) 1( 1) ;n nC C      2( ) 2( 1) ;n nC C    3( ) 3( 1) 3( 2)2 ;n n nC C C    4( ) 4( 1) 4( 2)2 ;n n nC C C    

5( ) 5( 1) 5( 2) 5( 3) 5( 4)4 6 4 ;n n n n nC C C C C       6( ) 6( 1) 6( 2)2 ;n n nC C C   7( ) 7( 1) 7( 2) 7( 3)3 3 .n n n nC C C C      

Аналогично приведем рекуррентные уравнения при постоянном (фиксированном) n:  

1( ) 1( 1) 1( 2)2 ;m m mC C C    2( ) 2( 1) 2( 2) 2( 3) 2( 4)4 6 4 ;m m m m mC C C C C        

3( ) 3( 1) 3( 2) 3( 3)3 3 ;m m m mC C C C       4( ) 4( 1) ;m mC C  5( ) 5( 1) ;m mC C   

6( ) 6( 1) 6( 2) 6( 3)3 3 ;m m m mC C C C       7( ) 7( 1) 7( 2)2 .m m mC C C    

Используя оператор rsolve, найдем решения рекуррентных уравнений Ci: 

1 ;C m   3
2 2 / 3;C m m  2

3 1;C m n   4 ;C n  3
5 2 / 3;C n n  2

6 2 ;C m n  2
7 2 .C n m  

Программа расчета усилий, а также метод индукций на языке Maple использовались ранее 

при расчете решетчатых ферм [1-12], пространственных конструкции регулярного типа [13-22], а 

также ферм арочного типа [23-28]. Благодаря методу индукции в работе [29] выведены 

соотношения статики регулярных ножничных механизмов, а в [30,31] получены аналитические 

решения для ферм типа Финка или Больмана. В свою очередь, аналитические решения для ферм, 

допускающих мгновенную изменяемость, рассчитаны в работах [32-34]. Задача о смещении 

подвижной опоры фермы в аналитическом виде c применением системы Maple решена в [35,36]. 

Частоты колебания груза в произвольном узле балочной фермы также методом индукции 

получены в [37-39]. Фермы рамного типа аналитически рассчитаны в [40,41]. Отметим  обзоры 

[42-44] работ, использующих метод индукции при расчете плоских статически определимых ферм. 
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ANALYTICAL CALCULATION OF THE FRAME FARM BEND FARM WITH 
A RANDOM NUMBER OF PANELS IN THE MAPLE SYSTEM 
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A flat statically definable truss with a diagonal rectangular lattice has two supports and an 
arbitrary number of panels in the crossbar. A load is applied to the truss in the middle of the span. The 
aim of the work is to obtain the dependence of the deflection of the truss in an analytical form on the 
number of panels in the crossbar and the number of panels in the side support trusses. To solve the 
problem, the operators of the Maple computer mathematics system and the method of induction by two 
independent parameters are used when generalizing partial solutions to the General case. 
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УДК 624.04 
 

ANALYTICAL CALCULATION OF THE SIZE OF THE BEND OF 
RECTANGULAR SHAPE FRAME TRUSS WITH A RANDOM NUMBER OF 

PANELS IN THE MAPLE SYSTEM 
 

Chinchenko Anna Mikhailovna 
 

National Research University «MPEI» 
 

The dependence of the deflection of the elastic truss on the number of panels in the crossbar is 
deduced. A flat statically definable multi-lattice truss of rectangular shape has two supports and is 
loaded along the upper belt or in the middle of the span. The operators of the Maple system of symbolic 
mathematics and the method of generalization of partial solutions to the General case are used. 

 
Keywords: truss, lattice, frame, Maxwell-Mohr’s integral, deflection, induction, Maple. 
 
For a long time, the calculation of building structures was carried out only by numerical methods 

in specialized packages (for example, Lear), the basis of which is the finite element method. The result 

of numerical calculation is a graph or some data that needs to be obtained again when the input 

parameters (dimensions, number of panels) are changed. Significantly more effective is the use of 

accurate solutions. There are still few such solutions. In [1-9], based on the induction method using the 

Maple computer mathematics system, a number of solutions for flat trusses were obtained. In [10-16], 

the derivation of formulas for the deflection of spatial trusses is given; in [17-22], the problems of arch 

deflection are solved in an analytical form. 

In the considered truss (see figure) with n panels at half span, the number of rods is 

8( ) 27N n m   . The support rods modeling the supports are assumed to be rigid and are not included 

in the calculation of the magnitude of the deflection. We use the program [23] developed in the Maple 

system. 

 

 
Truss for n = 5, m = 4 



2019 Механизация и автоматизация строительства 

 

55 

For calculation, it is necessary to enter in the program the coordinates of the truss nodes and the 

order of the rods. Below is a snippet of program code for entering node coordinates: 

> H:=h*(4+2*m): 

> x[1]:=2*a:  x[2]:=4*a:  y[1]:=0:  y[2]:=0: 

> for i to m do   x[i+2]:=5*a;            y[i+2]:=2*h*i-h;  

>                 x[i+m1+n+3]:=a*4*n+5*a; y[i+m1+n+3]:=H-2*h*i-3*h; 

  od: 

> for i to m+3 do x[i+2*m1+5]:=0;         y[i+2*m1+5]:=2*h*i-2*h;  

>                 x[i+2*m1+m+2*n+12]:=10*a+4*n*a; 

                  y[i+2*m1+m+2*n+12]:=H-2*h*i+2*h;  

  end: 

Coordinates are entered in for i to .. do .. end loops: for an arbitrary number of panels n. Using 

special vectors containing the numbers of the ends of the rods, the structure of the joints of nodes and 

rods is defined. 

A matrix G of equilibrium equations is compiled in projections on the coordinate axis for truss 

nodes. The odd equations correspond to the projections onto the x axis, the even equations correspond 

to the y axis: 

> N:= 8*(m+n)+30; G:=Matrix(N, N): 

>     for i to N do 

>       L_x_y[1]:=x[ST[i][2]]-x[ST[i][1]]: 

>       L_x_y[2]:=y[ST[i][2]]-y[ST[i][1]]: 

>        L[i]:=subs(a^2+h^2=c^2,sqrt(L_x_y[1]^2+L_x_y[2]^2));     

>  for j1 to 2 do  

>     jj:=2*ST[i][2]-2+j1:  

>     if jj<=N then G[jj,i]:=-L_x_y[j1]/L[i]:fi;  

>     jj:=2*ST[i][1]-2+j1:  

>     if jj<=N then G[jj,i]:= L_x_y[j1]/L[i]:fi;  

>  od; 

>  od:  

Solving a system of linear equations in symbolic form (operators of the Maple symbolic 

mathematics system are involved) gives expressions for efforts in all the rods. To calculate the 

deflection, the Mohr’s integral is used in the form: 

 
3 3 3 2

1 2 3( ) / (2 ),P С a С c С h h EFD     (1) 



Механическое оборудование строительства и дорожных работ 

 

56 

where EF is the stiffness of the rods, h is the height of the panel, P is the load on the truss, Сi are the 

desired coefficients, 
2 2c a h   is the length of the smallest brace. 

In the general case, the deflection depends both on the number of panels m vertically and 

horizontally n. Consider the case 4m  . Calculation of a number of trusses with a successively 

increasing number of panels n gives a series of numbers — coefficients Ci in (1). The analysis of these 

sequences and the derivation of their common members constitute the main mathematical difficulty of 

the task. The first numerical calculations show that for some values of n the determinant of the system 

vanishes. Analyzing the pattern of occurrence of these cases, we find that the calculation is possible only 

with (1 ( 1) 6 ) / 4, 1, 2,3,...kn k k     . Thus, the parameter k becomes the number k, which is uniquely 

related to the number of panels in the crossbar. 

Using the operator rgf_findrecur from the genfunc package of the Maple system, one can obtain 

linear homogeneous recurrence equations for the coefficients Ci of various degrees: 

1, 1, 1 1, 2 1, 3 1, 4 1, 5 1, 6 1, 73 3 3 3 ;k k k k k k k kC C C C C C C C              

2, 2, 2 2, 42 ;k k kC C C    

3, 3, 2 .k kC C   

The rsolve operator gives solutions of these equations in the form of polynomials in k 

3 2
1 (4 2 (11 ( 1) ) 2 (48 25( 1) ) 125( 1) 167) / 2;k k kC k k k           

2 (2 (33 24( 1) ) 459( 1) 549) / 2;k kC k       

3 4(29 18( 1) ).kC     

        For a distributed load, linear homogeneous recurrence equations for the coefficients Сi have the 

form of a more complex form: 

1, 1, 1 1, 2 1, 3 1, 4 1, 5 1, 6 1, 7 1, 8 1, 94 4 6 6 4 4 ;k k k k k k k k k kC C C C C C C C C C                  

2, 2, 2 2, 4 2, 63 3 ;k k k kC C C C      

3, 3, 2 3, 42 .k k kC C C    

Note that the coefficients in the recurrence equations are binomial numbers. The solutions of the 

recurrence equations for the case of distributed load are also more complicated, the degree of 

polynomials is higher: 

4 3 2
1 (30 20 (11 ( 1) ) 2 (555 183( 1) ) (331 167( 1) )8 1231( 1) 1999) / 8;k k k kC k k k k              

2
2 (2 (147 72( 1) ) 6 (461 251( 1) ) 1965( 1) 3237) / 4;k k kC k k        

3 2(6 (23 6( 1) ) 61( 1) 197).k kC k       
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In [24-27], the oscillation frequencies of loads of flat trusses were obtained by induction on the 

basis of the Mohr integral. Reviews of works using the inductive method of deriving formulas for 

deflection of statically definable trusses are contained in [28-30].  
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АНАЛИТИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ ВЕЛИЧИНЫ ПРОГИБА РАМНОЙ ФЕРМЫ 
ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ФОРМЫ С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ЧИСЛОМ ПАНЕЛЕЙ 

В СИСТЕМЕ MAPLE 
 

Чинченко Анна Михайловна 
 

Национальный исследовательский университет «МЭИ» 
 

Приводится вывод зависимости прогиба упругой фермы от числа панелей в ригеле. Плоская 
статически определимая многорешетчатая ферма прямоугольной формы имеет две опоры и 
нагружена по верхнему поясу или в середине пролета. Используются операторы системы 
символьной математики Maple и метод обобщения частных решений на общий случай. 

 
Ключевые слова: Maple, ферма, рама, интеграл Мора, прогиб, индукция. 
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