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Аннотация 
В статически определимой портальной ферме с четырьмя опорами аналитически 

определяется вертикальное смещение среднего узла ригеля. Усилия в стержнях находятся 
методом вырезания узлов. Прогиб определяется по формуле Максвелла-Мора. Методом 
индукции по двум параметрам выводится формула для прогиба фермы в зависимости от 
размеров и числа панелей. Находятся выражения для реакций опор. Используются 
операторы системы компьютерной математики Maple.  
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Summary 
In a statically determinate four-legged portal truss, the vertical offset of the middle node is 

analytically determined. The forces in the rods can find using cut nodes.  The deflection is 
determined by the Maxwell-Moore formula. The formula for deflection of the truss depending on 
the size and number of panels is obtained by induction method. Expressions for the reactions of 
supports are found. The system of computer mathematics Maple is used. 
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Рассмотрим плоскую портальную ферму с четырьмя опорами (рис. 1) внешне статически 

неопределимую. Число горизонтальных панелей в нижнем поясе ригеля равно 2n, число 
панелей в стойках (боковых опорных фермах) — m. 

 
Рис. 1. Ферма при n=4, m=3 



Замечено, что при некоторых значениях n определитель системы уравнений равновесия 
обращается в нуль. Введём переменную k, которая будет задавать значения n, при которых 
ферма кинематически неизменяемая. Соотношение между n и k задается следующей 
формулой:  

(6 1 ( 1) ) / 4.kn k= − + −                                                              (1) 
Для определения усилий в стержнях фермы воспользуемся программой [1], отлаженной 

при решении подобных задач для плоских [2-7], арочных [8-13], решетчатых [14-21] и 
пространственных  [22-28] ферм. Для расчетов пронумеруем узлы и стержни фермы (рис. 2), 
приняв за начало координат левую подвижную опору.  

 
Рис. 2. Номера узлов и стержней, n=3m=2 

 
Структура фермы (порядок соединения стержней и узлов) задается векторами N[i], 

содержащими номера концов соответствующих стержней. Приведем соответствующий 
фрагментом программы в системе Maple: 
>for i to 2*n+2*m do N[i]:=[i,i+1]; od: 
>for i to 2*n+2*m+7 do N[i+2*n+2*m]:=[i+2*m+2*n+1,i+2*m+2*n+2]; 
od: 
>for i  to m+1 do  
>N[i+4*n+4*m+7]:=[i,i+2*m+2*n+2]; 
>N[i+4*n+5*m+8]:=[i+2*n+m,i+3*m+4*n+7]; od: 
>fori to m do  
>N[i+4*n+6*m+9]:=[i+1,i+2*m+2*n+1];  
>N[i+4*n+7*m+9]:=[i+2*n+m,i+3*m+4*n+9];  
>od: 
>for i to 2*n do  
>N[i+4*n+8*m+9]:=[i+m+1,i+3*m+2*n+4];  
>N[i+6*n+8*m+9]:=[i+m,i+3*m+2*n+6];  
>od: 
>N[8*n+8*m+10]:=[3*m+2*n+3,3*m+2*n+5]:  
>N[8*n+8*m+11]:=[3*m+4*n+6,3*m+4*n+8]:  



>N[8*n+8*m+12]:=[3*m+4*n+5,3*m+4*n+9]:  
>N[8*n+8*m+13]:=[3*m+2*n+2,3*m+2*n+6]:  

 
Всего стержней в ферме вместе с опорными стержнями 0 8( ) 18m n m= + + . 
Для определения горизонтального перемещения воспользуемся интегралом Максвелла-

Мора: 
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где iS  – усилия в стержнях, от внешней единичной вертикальной нагрузки P, 

приложенной к центральному узлу нижнего пролета фермы, il – длины стержней, EF — 
жесткость стержней (одинаковая для всей конструкции). 

В процессе расчета ферм была получена общая формула решения, справедливая для 
любого количества панелей: 

3 3 3 2( ) / (2 )EF P Aa Cc Hh h∆ = + + , где 2 2c a h= +  
Для начала рассмотрим случай 3m = , последовательно увеличивая количество панелей n, 

руководствуясь формулой (1). В этом случае коэффициент A  представляет собой 
следующую последовательность чисел: 

7, 9, 64, 66, 217, 219, 514, 516, 1003, 1005, 1732, 1734, 2749, 2751, 4102, 4104, 5839, 5841; 
Для определения общей формулы этой последовательности применим возможности 

системы компьютерной математики Maple. Используя оператор  rgf_findrecur пакета  
genfunc, получаем следующее рекуррентное соотношение седьмого порядка 

 -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7  3 3 3 3 .k k k k k k k kA A A A A A A A= + − − + + −  
Решение этого уравнения, найденное с помощью функции rsolve, и есть вид коэффициента 
при 3a : 

 3 1 2 1(4 6(( 1) 1) 2(3( 1) 4) ( 1) 1) / 4.k k kA k k k+ += + − + + − + + − −  
Аналогично находим коэффициенты при 3h  и 3c : 
 1 18( 1) 11, 3(2 1 ( 1) ) / 4.k kH C k+ += − + = + + −  
Для эффективного расчета ферм любой конфигурации необходимо узнать выражение 

прогиба при любых k и m. 
Изменяя m – число вертикальных панелей можно заметить, что только коэффициент H 

зависит как от k — числа, определяющего количество горизонтальных панелей по формуле 
(1), так и от m — числа боковых  панелей. 

Зависимость имеет следующий вид: 
 12( 1)( 1) 3 2.kH m m+= + − + +  
Для наглядности построим график зависимости относительного прогиба от числа панелей 

при 2a м= и количестве вертикальных панелей 20m =  (рис. 3). 
При рассмотрении построенного графика можно заметить, что при разном количестве 

панелей наиболее выгодными порой оказываются на первый взгляд неочевидные 
конфигурации фермы. Так при значении k=1,2,3 наименьший прогиб имеет ферма с высотой 
стойки h=2м, в то же время при k=4, 6 и более ферма с данными параметрами имеет 
наибольший прогиб.  



Обратив внимание на ферму при k=5, можно заметить, что ее относительный прогиб 
имеет неочевидное не экстремальное значение. 

Рассмотренный случай показывает, что, не смотря на превалирующее число ферм 
оптимальной конфигурации, содержащей наибольшую высоту панелей, существуют случаи, 
когда относительный прогиб меньше у ферм с меньшей высотой стоек h. 

 
Рис. 3. Зависимость прогиба от параметра количества пролетов фермы при 2, 20a m= =  

 
 Заметим, что ферма внешне статически неопределимая. Это означает, что пять 
реакций опор из обычных трех уравнений равновесия фермы в целом найти не удается. 
Горизонтальная реакция неподвижной опоры тут исключение. Она равна нулю, так как 
внешних горизонтальных сил в задаче нет. Для определения остальных реакций необходимо 
опять прибегать к расчету усилий во всех стержнях и методу индукции, если требуется найти 
решение для произвольных чисел панелей. Однако тут задача оказывается чуть проще. От 
числа панелей m результат не зависит. Индукцией по шести фермам получаем, что в угловых 
опорах вертикальные реакции равны (1 ( 1) ) / 2kP − − , в средних ( 1) / 2kP − .  
 Обзор работ, использующих метод индукции в решении аналогичных задач, можно 
найти в [29]. 
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