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ГЕНЕТИЧЕСКИЙ АЛГОРИТМ ОПТИМИЗАЦИИ СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ*

Решаются задачи оптимизации плоских статически определимых упругих стержневых сис"
тем. Предлагается вариант генетического алгоритма в сочетании с методом индукции для полу"
чения усилий в стержнях ферм регулярной или симметричной структуры. В качестве критерия
оптимальности используются три целевые функции. Численные и аналитические вычисления про"
водятся с использованием системы компьютерной математики Maple.

Ключевые слова: плоские статически определимые упругие стержневые системы, генетический
алгоритм.

Стержневые системы в строительстве и машиностроении привлекательны простотой мон;
тажа, экономией материала, точностью расчетов. Оптимизация геометрии и прочностных ха;
рактеристик системы позволяет эффективней использовать преимущества стержневых систем.
Методы оптимизации весьма разнообразны. Одним из самых новейших методов является гене;
тический алгоритм [1, 3]. В данной работе предлагается вариант этого метода совместно с мето;
дом индукции и использованием системы компьютерной математики Maple [2]. Приводятся
примеры оптимизации плоских статически определимых систем.

Рассмотрим задачу оптимизации стержневой системы. Критерий оптимальности, в зависи;
мости от назначения конструкции и поставленной задачи, может быть разный. Сравним три
варианта. В первом случае будем минимизировать жесткость системы, оценивая прогиб неко;
торой точки. Во втором случае минимизации подлежит разность между минимальным и макси;
мальным положительным (растягивающим) усилием в стержнях. В последнем случае найдем
геометрию системы, при которой наибольшее отношение усилия в стержне к эйлеровой крити;
ческой нагрузке стержня будет минимальным. Последняя минимаксная задача означает, что по
отношению к критерию устойчивости, оптимальной будет система, в которой усилия в стерж;
нях будут малы, а критическая сила для них же будет велика, а потому коэффициент запаса ус;
тойчивости будет больше. Здесь не рассматривается устойчивость всей системы в целом, а ус;
тойчивость отдельных стержней. Для ускорения расчетов сложных систем с большим числом
стержней предлагается использовать индуктивный метод получения усилий.

Статический расчет

Для апробации генетического алгоритма объект исследований может быть произвольный.
Рассмотрим, например, шарнирно опертую симметричную арочную ферму с круговым очер;
танием нижнего пояса (рис. 1). Определим очертание верхнего пояса и размеры панелей, соответ;
ствующие минимуму целевой функции. Усилия в стержнях определим методом вырезания узлов.
Пусть ,j jx y — координаты узлов (шарниров) фермы, j = 1,.., M, где M — общее число узлов. Стер;
жни фермы условно представим в виде векторов, для которых iN — номер начала стержня, iK —

* Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проекты
09;01;00756;а, 09;08;01184;а).

Рис. 1
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номер конца стержня i. Направления стержней выбираем произвольно, на решение задачи выбор
направления не влияет. Проекции стержня: , ,,x i K N y i K Ni i i i

l x x l y y= − = − . Матрица направляю;
щих косинусов G  размером N N× ,  где 4 pN K=  — число стержней фермы, pK — число пане;
лей. Для всех стержней 2 1, , 2 , ,/ , /N i x i i N i y i ii i

G l l G l l− = = , и для всех стержней, кроме опорных

2 1, , 2 , ,/ , /K i x i i K i y i ii i
G l l G l l− = − = − . Систему уравнений равновесия узлов представим в векторном
виде

GS B= , (1)

где 1{ ,..., }NS S S=  — вектор усилий в стержнях, ,1 ,1 , ,{ , ,..., , }x y x M y MB P P P P=  — вектор правых частей
(внешних нагрузок, приложенных к узлам). Нечетные элементы вектора B  соответствуют горизон;
тальным нагрузкам, четные — вертикальным. Система (1) состоит из уравнений равновесия узлов.
Для каждого узла записывается два уравнения – нечетные в проекции на ось x, четные – на y.

Прогиб вычисляем по формуле Максвелла — Мора 
3

2

1

/
N

k k
k

P S l EF
−

=
δ = ∑ . Жесткость стержней

EF считаем для всех стержней одинаковой, а три опорных стержня — недеформируемыми; kS  —
усилие в k;м стержне от единичной силы. Примем радиус 12R =  м и пролет 02 20l =  м, где

0 1 2 3 4l a a a a= + + + . Выберем шесть независимых варьируемых параметров 2a , 3a , 4a , 1h , 2h , 3h .

Для высот стоек введем ограничение 
4

1

10 мk
k

h H
=

= =∑ . Два размера, определяющие форму, будут

зависимыми: 1 0 2 3 4a l a a a= − − − , 4 1 2 3h H h h h= − − − . Эти величины определяют координаты уз;
лов, поэтому допускаются и отрицательные размеры.

Алгоритм

Используем принятые в генетических алгоритмах термины. Варьируемые параметры с оп;
ределенными значениями будем объединять в векторы – хромосомы. Каждый элемент такого
вектора – ген, соответствует определенному параметру системы. Несколько хромосом образуют
популяцию, лучшие хромосомы которых дают популяцию следующего поколения, худшие от;
брасываются. Качество хромосом в рассматриваемой задаче соответствует прогибу в середине
пролета. Чем меньше прогиб, тем выше качество. На начальном этапе сформируем хромосомы

1 2 3 4 1 2 3{ ,..., } { , , , , , }k k nk k k k k k kZ z z a a a h h h= = , 1,...,13.k =  Число хромосом популяции связано с дли;
ной n хромосомы 0 2 1m n= + . Значения генов в первой популяции выбираем с помощью генера;
тора случайных чисел. Пусть α — номер лучшей хромосомы в популяции. Первые n хромосомы
новой популяции имеют следующие гены: 'ik iz z α= , i k≠ , 'ii iz z β= , где k = 1,…,n, β — номер вто;
рой по качеству хромосомы первого поколения. Эта хромосома дает n;1 хромосом, образован;
ных по тому же принципу, что и первые 'ik iz z β= , i k≠ , k = 1,…, n —1, 'ii iz z γ= , γ — номер следу;
ющей по качеству хромосомы первого поколения после хромосомы β. Две последних хромосо;
мы получаются случайным образом и дают эффект мутации, необходимый в таких алгоритмах
для исключения эффекта зацикливания после перебора конечного числа комбинаций.

Результаты

В первом случае оцениваем прогиб в середине пролета от действия вертикальной силы, при;
ложенной в этой же точке. Случайные значения варьируемых параметров дали следующую гео;
метрию фермы первого (начального) поколения (рис. 2). Во втором поколении получилась фер;
ма на рис. 3. Всего несколько итераций дали оптимальную ферму на рис. 4. При этом два узла
слились в один (стержень нижнего пояса первой панели оказался нулевым), а верхний пояс ока;
зался очерченным по кривой, близкой к квадратной параболе. Получен безразмерный прогиб

0/( ) 6,745EF Pl∆ = δ = .
Варьируемые параметры, соответствующие этой геометрии имеют следующие значения:

1 1,528 мh = , 2 2,396 мh = , 3 2,838 мh = , 2 3,293 мa = , 3 3,073 мa = , 4 3,499 мa = .
В решении второй задачи оптимальной является ферма с равнозагруженными растянутыми

стержнями. В заданных ограничениях, вероятно, это в идеале невозможно, а найти условие, при
котором разность между наименее и наиболее растянутыми стержнями будет минимальной, мож;
но попытаться. Выбрав в качестве первого поколения те же размеры, что и в первой постановке,
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т.е. рис. 2, после нескольких (не более 7) поколений получаем ферму на рис. 5.  Размеры получают;
ся следующие 1 2 31,453 м, 3,391 м, 2,764 м,h h h= = =  2 3 41,195 м, 2,973 м, 3,796 мa a a= = = .  Отно;
сительный прогиб фермы 10,91∆ = , разность между усилиями равна 0,877P .

В третьей постановке надо найти условие минимума отношения *max( / )k kp S S= ,
1,..., 3k N= − , где * 2 2/k kS EJ l= π  — критическая по Эйлеру нагрузка сжатого шарнирно опертого

прямолинейного стержня, EJ — жесткость стержней на изгиб, принята постоянной для всех
стержней. Минимизируя величину p, получаем размеры 1 2 32,424 м, 2,392 м, 2,652 м,h h h= = =

2 3 42,974 м, 2,892 м, 2,826 м.a a a= = =  Ферма, соответствующая этим размерам изображена на
рис. 6. Относительный прогиб фермы 8,92∆ = .

Индуктивный метод

В приведенном примере ферма состоит из четырех панелей, и расчет не занимает много
времени – секунды или доли секунд. Программа, использующая стандартные процедуры Maple
из пакета LinearAlgebra, легко обобщается на значительно большее число стержней. При этом
время расчета каждого поколения возрастает. Аналитические возможности Maple позволяют в
некоторых случаях, для ферм с регулярной или симметричной геометрией, получить аналити;
ческие выражения для усилий в стержнях как функцию числа панелей. Приведем пример. Рас;
смотрим консольную ферму, состоящую из N панелей одинаковой длины a. Ферма загружена
вертикальной силой P (рис. 7).

Длины стержней верхнего пояса и раскосов: 2 2
, 1( )O k k kl a h h += + − , 2 2

, 1D k kl a h += + . Анали;

тические выражения для усилий в стержнях k;й панели можно получить вручную или с помо;
щью системы Maple. Для этого при составлении системы (1) координаты надо вводить не в чис;
ленном, а в аналитическом виде. Имеем следующие выражения

, 1(( ) ( 1))/( )k D k k k kD l N k h N k h h += − − − + ;

1( ) /k kU N k a h += − − , ,( 1) /k O k kO N k l h= − + ;

2 1( ) / 1k k kV N k h h N k+ += − − + + .

Принимая опорные стрежни и первую стойку недеформируемыми, по формуле Максвелла
— Мора получаем прогиб консоли

2 2 2 2
, ,

1

( )/
N

K D k K O k K K k
k

D l O l U a V h EF
=

δ = + + +∑ .

В частности, для консоли с горизонтальным верхним поясом, т.е. при kh b= , 1,..., 1k N= + ,

получаем 2 2 3 / 2 2 3 2 2(( ) / / (2 1)/3)/N a b b b a b N EFδ = + + + + .
Варьируемыми параметрами назначим высоты первых четырех стоек. Ограничим суммар;

ную длину стоек, 
1

1

9
N

k
k

h
+

=
=∑  м, при длине панели 1 мa = . Высота последней стойки зависит от

варьируемых значений (генов хромосом). Оптимальные размеры будем определять из условия
минимума прогиба консоли.

Рис. 2 Рис. 3 Рис. 4

Рис. 5 Рис. 6
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Генетический алгоритм с начальными значениями, соответствующими конфигурации фер;
мы на рис. 8 за 10—20 шагов (в зависимости от данных генератора случайных чисел, задающего
две последние хромосомы) сходится к ферме на рис. 9. Значения длин стоек получены следую;
щие: 1 2 3 42,414 м, 2,391 м, 2,188 м, 1,793 м.h h h h= = = =  Прогиб 17,186 /P EFδ = .

Выводы

Применение генетического алгоритма для оптимизации геометрии стержневых систем пока;
зало его высокую эффективность. Большое число варьируемых параметров не позволяет исполь;
зовать методы простого перебора вариантов. Метод наискорейшего спуска и другие вычислитель;
ные методы могут быть использованы для решения таких задач, однако отсутствие аналитических
выражений, минимум которых разыскивается, и сложность алгоритмов ограничивают их возмож;
ности. Однако, не стоит преувеличивать и достоинства генетического алгоритма. Во;первых, до
сих пор остаются неясным принципы формирования начальной популяции. Практика показала,
что неудачный выбор границ генератора случайных чисел может привести к попаданию в локаль;
ный минимум, которыми изобилуют подобные задачи. Кроме того, выбор методов формирова;
ния последующих поколений ясен лишь интуитивно. В предложенных решениях основой явля;
лось подавляющее присутствие в генерируемом поколении первых двух по качеству хромосом,
разбавленных в минимальной степени хромосомами худшего качества. Это приводило к весьма
быстрой сходимости результатов. Замечено также, что обычно используемое понижение влияния
мутаций от поколения к поколению (по типу метода отжига) не приводит к ожидаемому улучше;
нию сходимости. Кроме того,  усложнение системы с увеличением числа стержней и пропорцио;
нальным увеличением числа варьируемых параметров при выбранном методе формирования по;
колений не удлиняет, а укорачивает решение. Это связано, вероятно, с тем, что число хромосом, а
следовательно и поле для выбора лучшего решения, увеличивается. Без особых усложнений пред;
ложенный способ оптимизации может быть использован и в пространственных статически опре;
делимых и статически неопределимых системах. Индуктивный метод получения решения суще;
ственно ускоряет расчеты, однако вывод аналитических выражений возможен лишь в специаль;
ных случаях и требует некоторого опыта работы с пакетом Genfunc [4].
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