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Исследование частотных характеристик 
механизма — одна из основных задач, 
стоящая перед проектировщиком кон-

струкций и механизмов. Обычно для этого 
привлекаются различные численные методы. 
Аналитические решения редки [1–4], но име-
ют несколько несомненных преимуществ. Во-
первых, это удобные оценочные формулы, во-
вторых, они позволяют проводить анализ на 
предмет оптимизации системы, улучшения ее 
частотных и амплитудных характеристик. Со-
временные системы компьютерной математи-
ки [5] с использованием метода индукции [6] 
позволяют получить аналитические решения 
в задачах о колебании систем со многими те-
лами.

Изучим ножничный (или параллелограмм-
ный) механизм, используемый в подъемных 
механизмах строительной, дорожной и склад-
ской техники. Такие механизмы отличаются 
малыми размерами, сравнительно просты и 
достаточно надежны. Реальные подъемники 
состоят, как правило, из двух одинаковых ра-
ботающих синхронно плоских механизмов. 
Рассмотрим один из них. Механизм моделиру-
ем системой шарнирно соединенных упругих 
стержней длиной l. Размах механизма опреде-

ляет переменный управляющий размер 
la0 . В первом приближении предполага-

ем, что стержни имеют пренебрежимо ма-
лую массу, и учитываем только массу груза, 
расположенную в верхнем шарнире. В меха-
низме n секций, каждая из которых состоит 
из двух шарнирно скрепленных посередине 
плоских упругих элементов. Последняя сек-
ция (укороченная) загружена вертикальной 
силой. Первая секция закреплена на опоре A 
и ползуне B. Перемещаясь по вертикальной 
направляющей, ползун раздвигает секции 
механизма, увеличивая или уменьшая длину 
консоли. Расчет деформации и прочности 
производится применительно к конкретно-
му положению ползуна, принимаемого в 
этом случае за неподвижный шарнир. В рас-
чете учитывается изгибная и продольная де-
формация элементов. Шарниры принимают-
ся идеальными. В качестве обобщенных ко-
ординат выбираем вертикальное и горизон-
тальное смещения груза. Записываем урав-
нение колебаний груза:

[ ] [ ] 0M U D U ,  (1)

где: [ , ]U x y  — вектор перемещений узла;
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[ ]M  — матрица инерции; 
[D] — матрица жесткости. 

Кинетическая энергия выражается как 
2 2( ) / 2T m x y , матрица инерции имеет диаго-

нальный вид:
0

0n
m

M
m

.              
(2)

Умножая уравнение (1) на матрицу податли-
вости ][ (обратную к матрице жесткости ][D ) и 
делая подстановку 2U U , что равносильно 
замене sin( ),x X t  sin( ),y Y t  где YX ,  — 
амплитуды,  — частота колебаний, получаем 
однородную систему 2/][ mUU  . Таким обра-
зом, задача отыскания собственных частот све-
лась к нахождению собственных значений 

2/1 m  матрицы [ ] . Элементы матрицы по-
датливости (перемещения от действия единич-
ных сил по направлению обобщенных коорди-
нат) определяются по формуле Максвелла-Мо-
ра с учетом нормальной и изгибающих состав-
ляющих:

, , , , ,
1

1 1n

i j i j i jN N l M M ds
EF EJ ,        

 (3)

где: 1i  соответствует действию вертикаль-
ной единичной силы на узел, содержащий мас-
су, 2i  — горизонтальной; 

,iN — усилие в стержне  от действия соот-
ветствующей силы; 

iM ,  — момент изгиба в стержне ; 

Рис. 2. Реакции шарниров и нагрузки на элементы

 

 

 Рис. 1. Механизм с тремя секциями (загружен 
горизонтальной единичной нагрузкой P = 1)

EF — продольная жесткость стержней;
EJ — изгибная жесткость стержней.
Составим уравнение равновесия для элемен-

тов, разделив механизм по шарнирам и введя 
реакции сочленений. При этом для двух край-
них правых укороченных элементов длиной l/2 
также вводим фиктивные реакции опор 

n n n nX Y X Y ,  , так что уравне-
ния для всех левых стержневых элементов 1–3 
(рис. 2а) при 1,...,k n  имеют общий вид:

1, 2, 3,

1, 2, 3,

1, 2, 1, 2,

0,
0,

/ 2 / 2 0.

k k k

k k k

k k k k

X X X
Y Y Y
Y a Y a X h X h

          

  (4)

Аналогично записываем уравнения для пра-
вых элементов 2–4 (рис. 2b):

02/)(2/
0

0

,21,3,21,3

1,3,21,1

1,3,21,1

hPXhXaYaY
YYY

PXXX

kkkkk

kkk

kkkk

           

(5)

Решаем систему уравнений и находим при  
PPnkP nk   реакции сочленений 

и опор inkYX kiki  Для определе-
ния коэффициентов жесткости по формуле Мак-
свелла-Мора потребуются нормальные усилия 
стержневых элементов. Проецируя найденные 
реакции на продольные направления стержней 
(рис. 3), получим:
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k k k

k k k

k k k

k k k

N X Y
N X Y
N X Y
N X Y

                   

(6)

где lalh . 

Стержневые элементы механизма подверже-
ны изгибу. Эпюры моментов имеют треугольный 
вид (рис. 4).

Рис. 4. Эпюра изгибающих моментов

Вычислим значения соответствующих мо-
ментов в вершинах эпюр (см. рис. 2):

lYXM
lYXM

kkk

kkk

.             

(7)

 

Рис. 3. К вычислению продольных усилий в стержнях

Интеграл по эпюре, имеющей треуголь-
ную форму, имеет вид lMdsM k  где 

knaMMM kk , nk .  
Стержни последней панели (k = n) не изгибают-
ся, левый стержень от действия горизонтальной 
силы растянут, правый — сжат. Коэффициент 
обратной жесткости представим в виде суммы, 
выделив отдельно изгибные и осевые деформа-
ции: M

ij
N

ijij
 .

Последовательно решая поставленную 
задачу для различного числа элементов, по-
лучаем серию формул. Методом индукции с 
использованием операторов Maple пакета 
genfunc получим обобщение этих формул на 
произвольное число элементов:

MN

n

k

kkM

i

n

k

kiN

lhC
EJ

lMM
EJ

la
ahaBhA

EF
lN

EF

    

(8)

где коэффициенты
nnnC  получены как решения ре-

куррентных уравнений.

nnnA ,



СТРОИТЕЛЬСТВО: НОВЫЕ ТЕХНОЛОГИИ —
 НОВОЕ ОБОРУДОВАНИЕ   №

 10/2016

55

МОДЕ ЛИ И РАСЧЕТЫ

 

Момент инерции прямоугольного сече-
ния (рис. 5) yJ b t . Аналогично найдем 
коэффициенты M N , рассматривая 
действие вертикальной единичной нагрузки  
(рис. 6).

Рис. 5. Сечение элементов

Рис. 6. Механизм с тремя секциями (загружен 
вертикальной единичной нагрузкой)

Получим следующие значения:

MN

n

k

kkM

i

n

k

kiN

laC
EJ

lMM
EJ

lh
aBahhA

EF
lN

EF

    

(9)

где коэффициенты имеют вид: nA ; 
nnnB ; nnnC .  .

Коэффициенты MN  , как и следова-
ло ожидать, оказались равны нулю. Тогда  — 
это искомая матрица:

laC
EJlh

hahBaA
EF

lhC
EJla

hBhaaA
EF

Вычисляем собственные значения матрицы 
. Приравниваем к нулю определитель:

. 

Решаем квадратное уравнение и находим ча-
стоты:

laC
EJlh

aBahhA
EF

lhC
EJla

ahaBhA
EF

 
Частоты собственных колебаний имеют вид:

m

nnalbllbannna
lalb

m
EF

 

m

lnlanlbbalbannlan
lba

m
EF
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Строим график зависимости частоты собствен-
ных колебаний  и  от управляющего параме-
тра a механизма, где F bt , 

tbJ . Наблюдается пересечение 
кривых первой и второй частоты . Заметим 
редкую для механических задач особенность, 
вытекающую из этого факта, — частоты нельзя 
определенно разделить на высшую и низшую. 
Все зависит от степени раздвижения механизма, 
определяемой параметром a.

 

 

Рис. 7. Частоты собственных колебаний в зависимости 
от h

Рис. 8. Частоты собственных колебаний в зависимости 
от n

Рис. 9. Частоты собственных колебаний в зависимости 
от b при bt h

На рис. 8 отображена зависимость частот от 
числа стержней, на рис. 9 — зависимость частот 
от сечения стержней.

Таким образом, аналитический расчет с ин-
дукцией по числу секций позволил получить 
точное и достаточно простое решение задачи 
о собственных частотах. Использование мето-
да индукции совместно с системой компью-
терной математики позволило преодолеть 
основную трудность поставленной задачи —  
найти зависимость решения от числа эле-
ментов. Выявлены некоторые особенности в 
конструкции, позволяющие проектировщику 
подбирать наиболее приемлемые конструк-
тивные характеристики системы. Изложенный 
алгоритм исследования легко расширяется на 
пространственную схему механизма. Полу-
ченные формулы могут быть использованы 
как тестовые для более сложных численных 
расчетов. 

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК
1. Ахмедова Е.Р., Канатова М.И. Собственные 

частоты колебаний плоской балочной фермы 
регулярной структуры // Наука и образование 
в XXI веке: сборник научных трудов по матери-
алам Международной научно-практической 
конференции 31 октября 2014 г. В 17 частях. —  
Ч. 11. — Тамбов: ООО «Консалтинговая компа-
ния «Юком», 2014. — С. 17–18.



СТРОИТЕЛЬСТВО: НОВЫЕ ТЕХНОЛОГИИ —
 НОВОЕ ОБОРУДОВАНИЕ   №

 10/2016

57

МОДЕ ЛИ И РАСЧЕТЫ

2. Кирсанов М.Н., Кленова И.Г. Индуктивный 
метод исследования колебаний систем с пери-
одической структурой // Всероссийская науч-
но-практическая конференция «Математика, 
информатика, естествознание в экономике и 
обществе». — МФЮА, 2009. — С. 113–114.

3. Ахмедова Е.Р., Канатова М.И. Частотное 
уравнение для плоской балочной фермы регу-
лярной структуры с треугольной решеткой // 
Международная научно-практическая конфе-
ренция «ИТОН-2014». IV международный семи-
нар и международная школа «Математическое и 
компьютерное моделирование фундаменталь-
ных объектов и явлений в системах компьютер-

ной математики» // Материалы конференции и 
труды семинара. — Казань: Изд-во ООО «Фоли-
ант», 2014. — С. 198–199.

4. Канатова М.И. Частотное уравнение и 
анализ колебаний плоской балочной фермы // 
Trends in Applied Mechanics and Mechatronics. — 
М: ИНФРА-М. — Т. 1. — С. 31–34.

1. Кирсанов М.Н. Maple и Maplet. Решения за-
дач механики. — СПб.: Изд-во «Лань», 2012. — 
512 с.

5. Кирсанов М.Н. Индуктивный анализ влия-
ния погрешности монтажа на жесткость и проч-
ность плоской фермы // Инженерно-строитель-
ный журнал. — 2012. — № 5 (31). — С. 38–42.

С полными версиями всех журналов ИД (№ 4/2016) вы можете бесплатно ознакомиться на нашем сайте.
Электронные версии всех номеров всех журналов ИД  

СО СКИДКОЙ 30% от подписной цены  
вы можете приобрести на нашем сайте www.panor.ru

             Тел.: (495) 274-2222 (многоканальный), (495) 685-9368; факс: (495) 664-2761

ПОДПИСКА–2017 ИЗДАТЕЛЬСТВО «АФИНА»ИЗДАТЕЛЬСТВО «АФИНА»

ЕЖЕМЕСЯЧНОЕ ИЗДАНИЕ. ПОДПИСНЫЕ ИНДЕКСЫ:
16615 (в «Каталоге российской прессы»)

82773 (в «Каталоге Агентства “Роспечать”»; 
«Объединенном каталоге “Пресса России”» 

и «Каталоге периодических изданий. Газеты 
и журналы» агентства «Урал-Пресс»)

Цена подписки через редакцию 
на 6 месяцев — 9600 руб.

Тел.: (495) 274-2222 (многоканальный),  
(495) 685-9368; факс: (495) 664-2761
E-mail: podpiska@panor.ru

БЕЗ УЧЕТА — НЕТ ЭФФЕКТИВНОГО СТРОИТЕЛЬНОГО БИЗНЕСА!
Журнал входит в перечень рецензируемых 

научных изданий ВАК.
Научно-практический журнал, на страницах 

которого освещаются проблемные вопросы уче-
та и контроля в организациях промышленного, 
гражданского и жилищного строительства. Се-
годня строительный бизнес применяет передо-
вые технологии, материалы, оборудование, раз-

личные финансовые инструменты привлечения 
средств, без которых невозможно обеспечить 
финансовую устойчивость строительства.

На страницах журнала отражена практика 
учета различных объектов учета незавершен-
нного и завершенного строительства, фактов 
хозяйственной жизни, отражающих специфику 
строительных организаций.


