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ПРЕДИСЛОВИЕ

Данное пособие основывается на курсе лекций, читаемом авто-
ром в течение ряда лет в Московском энергетическом институте
(МЭИ) для студентов Энергомаша (Институт энергомашинострое-
ния и механики, ЭнМИ) во втором и третьем семестрах.  Оно ори-
ентировано на студентов технических вузов, изучающих курс теоре-
тической механики.

При отборе учебного материала учитывались требования госу-
дарственных образовательных стандартов 3-го поколения.  Пособие
полностью покрывает тематику примерных программ для односеме-
стрового и двухсеместрового курсов и охватывает большинство тем
из программы для трёхсеместрового курса (для полного охвата по-
требностей последнего надо было бы рассмотреть вопросы, относя-
щиеся к теории гироскопов, теории колебаний и теории устойчиво-
сти 1), интегральным вариационным принципам механики, но тогда
значительно вырос бы объём пособия).

Хотя большая'  часть излагаемого в пособии материала носит
традиционный характер, однако и по подбору материала, и по спо-
собу его изложения читатель найдёт немало отличий от имеющихся
учебников по теоретической механике.

Во-первых, здесь нет традиционного для учебников XX в. раз-
дела с систематическим изложением теории векторов –  надобность в
таком разделе отпала, поскольку сейчас студент технического вуза,
приступающий к изучению теоретической механики, необходимыми
знаниями и навыками уже владеет.  Получает он эти знания и навы-
ки на первом году обучения в рамках курса линейной алгебры
(представление о содержании такого курса можно составить, обра-
тившись к учебнику О.В.Зиминой “Линейная алгебра и аналитиче-
ская геометрия” [55]).

−−−−−−−−−−−−−−
1) Последовательное изложение теории колебаний и теории устойчивости

предусматривает, что студенты предварительно изучили и усвоили основные
разделы теории дифференциальных уравнений (в большинстве технических ву-
зов её изучение приходится на третий семестр).  Представляется разумным вы-
нести этот (безусловно, очень важный) материал в отдельный специальный
курс.  Хорошим дополнением к базовому курсу теоретической механики послу-
жили бы также спецкурсы по теории удара, асимптотическим методам нелиней-
ной механики, вычислительной механике и др.
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В рамках этого курса студент знакомится и с основами теории
линейных операторов, действующих в конечномерном векторном
пространстве.  Данное обстоятельство позволило автору настоящего
пособия достаточно широко применять операторную технику и при
формулировке многих результатов, и при их доказательстве (ранее
операторная техника использовалась в учебниках по теоретической
механики для классических университетов [7,8,13], но не для вту-
зов).

Практика преподавания показывает, однако, что можно гово-
рить лишь о знакомстве второкурсников с теорией линейных опера-
торов, но не о прочном и уверенном владении ею.  Поэтому практи-
чески все определения и основные результаты данной теории, ис-
пользуемые в курсе теоретической механики, в пособии формули-
руются и доказываются.

Во-вторых, учтены также новые требования к втузовскому кур-
су теоретической механики, отражённые в ныне действующих госу-
дарственных образовательных стандартах.  Эти требования преду-
сматривают, что в результате изучения курса студент должен не
только освоить учебный материал, знать основные понятия теорети-
ческой механики, важнейшие теоремы и следствия из них, владеть
типовыми алгоритмами исследования равновесия и движения меха-
нических систем.  Ему нужно также обрести умение самостоятельно
строить и исследовать математические и механические модели тех-
нических систем, квалифицированно используя возможности со-
временных компьютеров и компьютерных технологий.

Отсюда вытекает, что значительная часть выполняемых сту-
дентом расчётных заданий должна включать компьютерное модели-
рование механических систем.  Пособие содержит методические ре-
комендации по выполнению таких заданий вместе с разбором кон-
кретных примеров.  Заметим, что ориентация на применение компь-
ютерных технологий повлияла и на отбор представленного в посо-
бии теоретического материала: широко применяется матричная тех-
ника, аналитическим методам решения задач уделяется большее
внимание по сравнению с геометрическими, весьма подробно изла-
гаются методы расчёта скоростей и кратко –  методы расчёта ускоре-
ний (нужда в таком расчёте при использовании уравнений Лагран-
жа 2-го рода для решения задач динамики отпадает).

Текст данного пособия (почти весь)  представляет собой слегка
отредактированный авторский конспект лекций, прочитанных на
Энергомаше МЭИ (хотя и в разные годы, так что объём текста при-
мерно на четверть больше, чем запись какого-то определённого кур-
са).  При этом более крупным шрифтом набраны предложения,
продиктованные студентам для записи в конспектах, а более мелким



5ПРЕДИСЛОВИЕ

шрифтом –  попутные комментарии и наводящие соображения.  Ав-
тор стремился не к краткости изложения, а к максимально подроб-
ному объяснению излагаемого материала; нередко, комментируя те
или иные утверждения или выкладки, он предпочитал дважды (но
разными словами) изложить одну и ту же мысль –  чтобы доходчи-
вее донести её до сознания студентов.

Весь материал излагается на основе векторного исчисления;
при этом векторы и линейные операторы обозначаются полужирны-
ми буквами с верхней чертой (a---, u---  и т.п.), а скаляры, столбцы и
матрицы –  обычными буквами (курсивного начертания для латин-
ских букв и прямого –  для греческих: a, b,  и т.п.).

В отборе материала для лекций и методике его изложения ав-
тор стремился следовать традициям, заложенным его предшествен-
никами –  читавшими на Энергомаше МЭИ курс теоретической ме-
ханики профессорами Игорем Васильевичем Новожиловым и Юри-
ем Григорьевичем Мартыненко.

Автор пользуется случаем выразить искреннюю благодарность
за всестороннюю поддержку в работе, советы и ценные замечания
своим коллегам по кафедре теоретической механики и мехатроники
МЭИ, а особенно –  профессорам А.И.Кобрину, В.В.Подалкову,
М.Н.Кирсанову, И.В.Меркурьеву, доцентам М.Ф.Зацепину и А.В.
Корецкому.  Он заранее благодарит тех, кто пришлёт свои замеча-
ния и пожелания, касающиеся дальнейшего улучшения книги.
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ВВЕДЕНИЕ

Теоретическая механика –  одна из фундаментальных дисциплин
физико-математического цикла, которая является базой многих отраслей
естествознания и большинства технических наук.

Выдающиеся достижения космической техники, энергетического и
транспортного машиностроения, строительной индустрии, приборострое-
ния, робототехники опираются на глубокое понимание законов механики
и точный расчёт.

В чём состоит предмет механики?  Если пытаться дать совсем крат-
кую формулировку, то механика –  это наука о законах движения тел.

К сожалению, короткие формулировки –  не самые точные.  В на-
шем случае проблема состоит в том, что слово “движение” в естествозна-
нии часто используется в широком смысле, и под движением понимают
любые изменения, происходящие при электромагнитных, тепловых, хи-
мических и других процессах.  Не все такие изменения являются объек-
том изучения механики.

Сделаем необходимые уточнения.
Механическое движение –  процесс перемещения материаль-

ных тел в пространстве с течением времени.
С учётом этого предмет механики можно определить так.

Механика –  наука о закономерностях механического движе-
ния материальных тел.

Строго говоря, если иметь в виду современную механику, то это –
даже не отдельная наука, а целый комплекс наук.

В состав механики входят:
– теоретическая механика;
– механика сплошной среды;
– специальные механические дисциплины.

Последние носят прикладной характер и образуют мост между пер-
выми двумя дисциплинами и техническими науками.  Таких специальных
дисциплин много: теория механизмов и машин, строительная механика,
сопротивление материалов, гидравлика, детали машин и т.д.

Наш курс посвящён теоретической механике, и ей можно дать такое
определение.

Теоретическая механика –  наука об общих законах механиче-
ского движения недеформируемых материальных тел.

Изучение же механических свойств деформируемых тел является
предметом механики сплошной среды.

Нередко механику рассматривают как раздел физики; Вы знаете,
что в курсах физики начальные главы посвящены именно вопросам меха-
ники.

Однако в настоящее время всё более утверждается взгляд на меха-
нику как на самостоятельную науку.  Дело в том, что она существенно
отличается от разделов физики по своей методологии.
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В самом деле, современная физика по методам исследования под-
разделяется на теоретическую и экспериментальную физику.  Эти две
стороны физики носят, в общем-то, равноправный характер.

В механике положение дел иное.

Основные особенности современной механики:
– резкое преобладание теоретических методов над эксперименталь-
ными;
– дедуктивный характер построения теории;
– ориентация не столько на открытие новых законов природы,
сколько на запросы техники.

Действительно, основные законы механики тоже возникли как ре-
зультат эксперимента; но они были сформулированы уже давно, и с тех
пор в арсенале механики главную роль играют математические методы
исследования.  Нередко грань между математикой и механикой почти
стирается.

В связи с изложенными особенностями современную механику есте-
ственно рассматривать не как раздел физики, а в качестве самостоятель-
ной науки, отличающейся и используемыми методами, и кругом решае-
мых задач.  Ближайшая аналогия: атомы и молекулы –  предмет изучения
физики, но процессы образования молекул из атомов, разнообразные
превращения вещества изучаются уже химией, которая также считается
самостоятельной областью естествознания.

Уделим некоторое внимание истории теоретической механики.  Бо-
лее подробные сведения читатель может найти в учебниках и монографи-
ях по истории механики: [45 −48] (в частности, в периодизации истории
механики мы следовали известному советскому механику и историку нау-
ки Н.Д.Моисееву [46]).

Периодизация истории механики.
Вообще говоря, механика –  наука древняя.  С механическими явле-

ниями человечество столкнулось на заре своего существования.  Само вы-
деление человека из общей массы живых существ связано с началом тру-
довой деятельности, и, прежде всего, –  систематического изготовления
орудий труда.

Древнейшие известные каменные орудия имеют возраст около 3
миллионов лет.  Уже тогда перед человеком вставали механические зада-
чи: как именно нужно ударить одним камнем по другому, чтобы раско-
лоть последний, получив орудие нужной формы.

Позднее появились: лук и стрелы, гончарный круг, ручной ткацкий
станок, блоки, весы, колёсные повозки.  Люди начали возводить крупные
здания и сооружения.  Постепенно накапливались навыки обращения с
простейшими орудиями труда, навыки возведения разнообразных строе-
ний.

Но на этом этапе материал, получаемый из практической древности, 
не получал сколь либо заметной теоретической проработки.

Итак:
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1°. Донаучный период (до начала IV в. до н.э.).
Использованное здесь прилагательное отражает лишь тот факт, что

в механике отсутствовал теоретический компонент.  Тем не менее данный
период накопления механических знаний нельзя недооценивать.

От этой эпохи до нас дошли и прекрасные творения архитектуры, и
замечательные изделия ремесленников.  Многие вещи, окружающие нас и
сегодня, имеют прототипы в той эпохе.

А принципы работы орудий и приспособлений, известных в древно-
сти, в подавляющем большинстве основаны именно на законах механики.
Только эти законы не были явно сформулированы, и человек пользовал-
ся ими неосознанно.

Заслуга выведения механики на уровень теоретического осмысления
законов природы принадлежит древнегреческой цивилизации.  Именно в
Древней Греции, в начале IV в. до н.э., механика начинает складываться
как наука, вступив в следующий период своего развития.

2°. Элементарный период (до начала XVII в.).
В этот период история механики перестаёт быть безымянной.  Огра-

ничимся лишь тремя –  наиболее яркими –  именами учёных, стоявших у
истоков теоретической механики.

IV в. до н.э.:
Архит Тарентский (428 – 365 до н.э.): основы теории “простых

машин”.
Имеются в виду рычаг, весы, колесо, блок, клин.  Архит впервые

стал разрабатывать механику, применяя в ней математические методы (а
в механике – математические).  Он написал и первый трактат по механи-
ке (до нас этот трактат не дошёл).

Архит сочетал в себе талант математика и инженера.  По сведениям
древних авторов, он якобы построил автоматического голубя, который
мог летать.

Евдокс Книдский (408 – 355 до н.э.): кинематическая модель
планетных движений.

Евдокс был одним из крупнейших греческих математиков.  Но мы
сейчас говорим о созданной им модели Солнечной системы из концентри-
ческих сфер.  Это была первая кинематическая модель механической сис-
темы.

В модели Евдокса центром планетной системы являлась Земля.
Движение каждой планеты моделировалось при помощи четырёх сфер,
каждая из которых равномерно вращалась относительно другой.  К 20
планетным сферам добавлялись три для Солнца, три для Луны и одна
для неподвижных звёзд –  всего было 27 сфер.

С помощью этой модели Евдокс сумел количественно объяснить
прямые и попятные движения планет по небосводу.

Разумеется, с точки зрения наших сегодняшних знаний модель Ев-
докса выглядит фантастической.  Но в те времена истинное устройство
Солнечной системы было ещё неизвестно, а модель Евдокса позволяла
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производить расчёты положений светил на небе, что и было нужно для
практики.  Кстати, именно в этой модели впервые были разработаны
правила сложения вращательных движений, с которыми Вам предстоит
встретиться в курсе теоретической механики.

Позднее Гераклид Понтийский (ок. 390 – ок. 322 до н.э.), Гиппарх
Никейский (ок. 180 – 125 до н.э.) и Клавдий Птолемей (ок. 100 – 178)
предложили более совершенные кинематические модели планетных дви-
жений, добившись в итоге прекрасного для того времени согласия с дан-
ными наблюдений.

Наконец, третий из крупнейших механиков IV века:
Аристотель из Стагиры (384 – 322 до н.э.): первая попытка

сформулировать общие законы движения.
Аристотель в своих трудах стремился выявить универсальные зако-

ны, на основе которых можно было бы решать самые разнообразные за-
дачи о движении и равновесии тел.  Речь шла уже о законах динамики.
Именно в трудах Аристотеля теоретическая механика впервые предстала
как целостная научная теория.

Впрочем, он не слишком преуспел в формулировке общих законов
механики.  Его труды –  это причудливая смесь правильных положений с
утверждениями нечёткими, а зачастую –  и явно ошибочными.  Главная
ошибка Аристотеля такова: мы знаем, что постоянная сила соответствует
постоянному ускорению, а он считал, что –  постоянной скорости.  По-
этому научных основ динамики Аристотелю заложить не удалось; однако
некоторые его результаты выдержали проверку временем, и Вы с ними
ещё встретитесь в данном курсе.

Между прочим, именно в школе Аристотеля возникло и само назва-
ние “механика”.  Происхождение этого названия таково.

“Механика” (буквально “ухищрение”) –  от греческого слова
µη χα νη  (механэ):  “машина”.

Первоначально слово “механэ” имело двоякий смысл: либо “хит-
рость, уловка”, либо “хитроумное приспособление”.  В последнем смысле
оно использовалось для обозначения подъёмных машин, которые в грече-
ских театрах опускали и поднимали актёров, изображавших богов.

Римляне заимствовали у греков это слово в форме machina (“махи-
на”) –  отсюда и произошло русское слово “машина”.  У римлян это сло-
во стало обозначать уже всякое приспособление, где при помощи малой
силы требовалось получить большую.

Таким образом, под механикой первоначально понимали искусство
создания различных “хитроумных” механизмов и машин.

К числу крупнейших древнегреческих механиков нужно отнести
также Архимеда, творчество которого относится уже к следующему веку
–  к III веку до нашей эры.

Архимед из Сиракуз (287 – 212 до н.э.): начало аксиоматиза-
ции механики.

Архимед сделал только первый шаг в этом направлении, сформули-
ровав ряд аксиом о равновесии рычага.  Он ввёл некоторые важные по-
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нятия статики, в частности –  понятие центра тяжести твёрдого тела (с
его результатами мы познакомимся при изучении теории параллельных
сил).  Им были заложены также основы гидростатики (включая знамени-
тый закон Архимеда).

Хотя Архимед занимался довольно-таки простыми –  с современной
точки зрения –  задачами механики, его достижения выдержали проверку
временем и послужили отправным пунктом для многих исследований
позднейшего времени.

Нужно упомянуть также Герона Александрийского (I в. н.э.), кото-
рый, развивая идеи Архимеда, впервые сформулировал правила расчёта
равновесия простых машин.

Но в целом механика в элементарном периоде развивалась медлен-
но.  Успехи её, как правило, сводились к решению отдельных, весьма
несложных задач.  Применяемый математический аппарат был очень про-
стым –  отсюда и название периода.

Это относится и к механике античности, и к механике средневеково-
го Востока.  В Европе же в раннем средневековье наука вообще была от-
брошена назад.

Механика средневекового Востока в целом продолжала оставаться в
круге идей, выработанных механикой античности.  Однако появлялись и
отдельные новые результаты –  особенно в трудах таких учёных, как Са-
бит Ибн Корра (836 – 901), Абу Рейхан ал-Беруни (973 – 1048), Абд
ар-Рахман ал-Хазини (XII в.), Насир ад-Дин ат-Туси (1201 – 1274).

В Западной Европе возрождение механики началось лишь в XIII
веке, и именно с этого времени она начинает продвигаться вперёд.  Потом
её развитие всё более ускоряется, хотя она и остаётся ещё на элементар-
ном уровне развития.

К числу наиболее выдающихся учёных-механиков европейского
средневековья и эпохи Возрождения следует отнести Иордана Неморария
(XIII в.), Никола Орезма (1323 – 1382), Николая Коперника (1473 –
1543), Симона Стевина (1548 – 1620).

В конце концов эволюционное развитие механики перерастает в на-
учную революцию, и она вступает в третий период своего развития.

3°. Период становления классической механики (XVII – XVIII
вв.).

Именно в этот период формируются основные понятия и основные
законы теоретической механики.  Механика преодолевает заблуждения
предыдущей эпохи и обретает необходимый математический аппарат.
При этом она прочно утверждается в авангарде всего естествознания.

Среди многих имён учёных, сыгравших важную роль в становлении
теоретической механики, особо выделим четыре:

Основоположники классической механики: Галилей, Ньютон,
Эйлер, Лагранж.

С именами этих учёных и с полученными ими результатами Вы ещё
не раз встретитесь, изучая курс теоретической механики.  Начнём с науч-
ного вклада Галилея.
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Замечание 1.  Если в состав механической системы наряду с
твёрдыми телами входят и материальные точки, то:

– их не нумеруют;
– слагаемое в (∗∗∗), отвечающее каждой такой точке A, обо-

значают TA  и вычисляют как 1
2
mVA

2 .

Эта формула для кинетической энергии материальной точки Вам
известна ещё из школы.  В чём суть упомянутой ошибки?  Совершающий
её студент рассматривает точку как тело и указывает для него в качестве
индекса вид движения (для материальной точки все эти слова –  поступа-
тельное, вращательное, плоское движение –  смысла не имеют: точка про-
сто движется).

А затем студент, написавший, например, индекс “общ”, пытается
вычислить для точки угловую скорость (которую материальная точка в
принципе иметь не может) и момент инерции.

Беды не случится, если в формуле для общего случая плоского
движения помнить, что момент инерции вычисляется относительно центра
масс; для материальной точки его роль играет она сама, и момент инер-
ции будет нулевым.  Но, к сожалению, немало встречается работ, в кото-
рых студент вычисляет момент инерции относительно какого-то другого
полюса; в результате он получает, разумеется, неверное выражение для
кинетической энергии.

Замечание 2.  Нумеровать следует все движущиеся тела; если
тело –  невесомое, то его вклад в T будет равен нулю, но в кинема-
тическом плане такое тело не отличается от остальных.

Напомним, что в кинематике мы нумеровали как раз все движущие-
ся тела.  При вычислении кинематической энергии системы обычно тре-
буется вычислить её в виде функции обобщённых скоростей (и коорди-
нат).  Следовательно, в ходе решения требуется решить такую кинемати-
ческую задачу: выразить все линейные и угловые скорости через обоб-
щённую скорость.  Если невесомое тело, скажем, имеет ненулевую угло-
вую скорость, то при составлении кинематических графов эта скорость
также войдёт в формулы.

Есть задачи, в которых именно угловая скорость невесомого тела
играет роль обобщённой скорости.

Получим теперь для кинетической энергии формулу, характери-
зующую её изменение с течением времени.

3. Теорема об изменении кинетической энергии СМТ.

Это –  одна из общих теорем динамики, т.е. теорема из того же ря-
да, что и теоремы об изменении количества движения, кинетического мо-
мента и о движении центра масс.
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Теорема (закон изменения кинетической энергии).  Производ-
ная по времени от кинетической энергии СМТ равна сумме мощно-
стей внешних и внутренних сил:

d t 
dT

= ∑  
ν
( F----ν

(e )
, v---ν ) + ∑  

ν
( F----ν

(i )
, v---ν ) .

Обратите внимание: это –  единственная из общих теорем динамики,
в которой внутренние силы фигурируют наравне с внешними.

Запишем для каждой точки уравнение II закона Ньютона:

mν w
----
ν = F----ν

(e ) + F----ν
(i )

.

Здесь F----ν
(e )

 и F----ν
( i )

 –  равнодействующие внешних и внутренних
сил, приложенных к ν-й точке системы.

Теперь вычислим производную от кинетической энергии.

d t 
dT

=
dt 
d



 1
2 ∑  

ν
mν Vν

2

´≠Æ
( v---ν , v---ν )



 =

1
2 ∑  

ν
mν • 2 (w----ν , v---ν ) =

= ∑  
ν
(mν w

----
ν´¨¨≠¨¨Æ

F----ν
(e ) + F----ν

(i )

, v---ν ) = ∑  
ν
( F----ν

(e )
, v---ν ) + ∑  

ν
( F----ν

(i )
, v---ν ) . 

Теорема принадлежит И. и Д. Бернулли –  швейцарским мате-
матикам и механикам.

Звали их так:
Иоганн Бернулли (1667 – 1748); Даниил Бернулли (1700 –

1782), его сын.
Это были крупнейшие учёные своего времени, но их именами не

исчерпывается перечень всех представителей семейства Бернулли, извест-
ных в истории науки.  Не менее крупным учёным был Якоб Бернулли
(1654 –1705), старший брат Иоганна; а всего след в науке оставили 12
представителей этого семейства.

И Иоганн, и Даниил Бернулли плодотворно работали в области ма-
тематического анализа и механики.  Оба они –  наряду с Эйлером и Да-
ламбером –  считаются основоположниками гидродинамики.

У Иоганна Бернулли есть ещё одна заслуга перед механикой: он
был учителем самого Эйлера.

Что касается Даниила, то он в 1725 г. приехал вместе с братом Ни-
колаем в Россию.  Николай Бернулли (1695 –1726)  умер через восемь
месяцев, а Даниил проработал в России восемь лет, после чего вернулся
в Швейцарию.
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Между прочим, именно братья Бернулли пригласили в Россию Эй-
лера (с которым подружились ещё на родине, когда тот учился у их от-
ца).

Возвращаясь к теореме об изменении кинетической энергии, отме-
тим, что Иоганн и Даниил Бернулли пришли к ней в серии работ, вы-
полненных в 20-х – 30-х гг. XVIII века.  Они начали с частных случаев,
а потом постепенно подошли и к общей формулировке.

Сделаем одно замечание по поводу формулировки теоремы об изме-
нении кинетической энергии.

Замечание.  При наличии связей в состав F----ν
( e )

 и F----ν
( i )

 входят
реакции связей.  Если связи –  идеальные и стационарные, то вкла-
да в сумму мощностей реакции не дают.

В самом деле, идеальность означает, что для любой системы воз-
можных скоростей суммарная мощность реакций связей равна нулю.  А в
случае стационарных связей действительные скорости принадлежат к
числу возможных.

Это –  общая закономерность, и её учёт имеет большое значение при
решении конкретных задач.  Вот –  важный частный случай.

В частности, равна нулю мощность реакций внутренних связей
в неизменяемой СМТ (и в АТТ).

А этот факт мы уже отмечали; именно, связи в неизменяемой сис-
теме материальных точек приводились как один из примеров идеальных
стационарных  связей.

Поэтому для АТТ теорема принимает вид:

d t 
dT

= N
(e ) ≡ ( R---- , v---B ) + ( L----B , ---- ) ,

где R---- и L----B –  главный вектор и главный момент действующих на
тело сил, B –  текущее положение произвольной телесной точки B *.

Но вернёмся от данного частного случая к общей ситуации.  Не-
трудно видеть, что теореме об изменении кинетической энергии можно
придать и другую форму.

Запишем теорему об изменении кинетической энергии СМТ в
виде

d t 
dT

= N
(e ) + N

(i )
,

где N
(e )

 и N
(i )

 –  мощности внешних и внутренних сил, и проинтег-
рируем:

T ( t2 ) – T ( t1 ) = A
(e ) + A

(i )
.

Итак:
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Изменение кинетической энергии СМТ за конечное время рав-
но сумме работ внешних и внутренних сил за это время (теорема об
изменении кинетической энергии СМТ в интегральной форме).

При этом для неизменяемой СМТ (или АТТ):

T ( t2 ) – T ( t1 ) = A
(e )

.
Получим также простое следствие из теоремы об изменении кинети-

ческой энергии.

Следствие.  Если на данном отрезке времени N
(e ) ≡ 0  и N

(i ) ≡
≡ 0 , то T = const .

Иными словами, если мощности внешних и внутренних сил тожде-
ственно равны нулю, то кинетическая энергия остаётся неизменной.

Действительно, N
(e ) = 0  и N

(i ) = 0 ⇒  
d t 
dT

= 0 .

Если последнее равенство на данном отрезке времени выполняется
тождественно, то кинетическая энергия будет сохраняться, т.е. сохра-
нять своё начальное значение неизменным.

Вывод: в данном случае система уравнений движения имеет
первый интеграл

T ≡
1
2 ∑  

ν
mν ( Vνx

2 + Vνy
2 + Vνz

2 ) = C ,

называемый интегралом кинетической энергии.
В левой части приведённого соотношения записано явное выраже-

ние T  через переменные состояния (сейчас их роль играют координаты и
компоненты векторов скоростей точек системы).  Данная скалярная
функция переменных состояния не равна тождественно константе, но ос-
таётся постоянной вдоль любого решения системы уравнений движения.

В конкретных задач вид интеграла кинетической энергии (да и вы-
бор переменных состояния) может быть иным.

Например, уравнения движения АТТ с неподвижной точкой O
при отсутствии внешних сил имеют интеграл кинетической энергии,
принимающий вид

T ≡ 1
2
( ---- , J---O ---- ) = C .

Впрочем, задач, в которых кинетическая энергия сохраняется, не
так много; однако часто сохраняется другая величина, также имеющая
размерность энергии.  Этот случай мы рассмотрим позднее.

4. Тождества Лагранжа.

Докажем два вспомогательных тождества, которые нам потребуются
при выводе уравнений Лагранжа.  Для краткости и формулировок, и до-
казательства воспользуемся 3n-мерной записью основных соотношений.
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Пусть q1 , …, qs –  обобщённые координаты механической сис-
темы, моделируемой посредством СМТ из n точек.

В последующих рассуждениях мы не будем различать исходную
систему и её модель.

Объединим радиус-векторы и скорости точек СМТ в 3n-мер-
ные векторы r--- и v---: радиус-вектор и скорость изображающей точки.

Данным приёмом мы пользовались уже не раз.

Продифференцируем по qi  соотношение

(∗)                           r--- = r--- ( q1 , …, qs , t ) ,

задающее параметризацию механической системы:

∂qi 
∂ r--- ≡ u--- ( i ) = u--- ( i ) ( q1 , …, qs , t ) .

Это –  передаточная функция скорости изображающей точки
для i-й обобщённой скорости; она –  функция тех же переменных,
что и r---.

Теорема.  Справедливы тождества:

∂qi 
∂ r--- =

∂qi
•
 

∂ v--- ,     
dt 
d

∂qi 
∂ r--- =

∂qi 
∂ v--- .

Запомнить эти тождества можно так: v---- –  это r----
•
.  Поэтому если вы-

ражение для передаточной функции трактовать как дробь, то первое то-
ждество утверждает: если под знаками ∂  продифференцировать величины
r----  и qi  по времени, то точки, обозначающие дифференцирование по вре-
мени, в числителе и знаменателе сокращаются.

Второе тождество утверждает, что для дифференцирования по вре-
мени передаточной функции достаточно продифференцировать стоящую в
числителе величину r----.

Докажем сначала справедливость первого из этих тождеств.

1°. Воспользуемся известным выражением вектора v--- че-
рез обобщённые скорости:

v--- = ∑  
i
u--- ( i ) q• i + u

--- ° ≡
∂q1 
∂ r--- q• 1 + … +

∂qs 
∂ r--- q• s +

∂ t 
∂ r--- .

Значит, мы передаточные функции скоростей отдельных точек 
также объединили в один 3n-мерный вектор.
Отсюда видно, что v--- –  функция вида

(∗∗)              v--- = v--- ( q1
• , …, qs

• , q1 , …, qs , t ) .

Заметим при этом, что коэффициенты в выражении скорости
v---- через обобщённые скорости, как мы уже отмечали, от обоб-
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щённых скоростей не зависят.  Поэтому характер зависимости
функции v----  от обобщённых скоростей оказывается линейным.

Так как функция v--- зависит от qi
•  линейно, то частная

производная от v--- по qi
•  равна коэффициенту при qi

• :

∂qi
•
 

∂ v--- =
∂qi 
∂ r--- .

Стало быть, первое из тождеств Лагранжа мы доказали.

2°.
dt 
d

∂qi 
∂ r--- =

dt 
d u--- ( i ) =

=
∂q1 
∂ u--- ( i ) q• 1 + … +

∂qs 
∂ u--- ( i ) q• s +

∂ t  
∂ u--- ( i ) =

=
∂q1 ∂qi 
∂ 2 r--- q• 1 + … +

∂qs ∂qi 
∂ 2 r--- q• s +

∂ t ∂qi 
∂ 2 r--- .

С другой стороны, в силу (∗∗)

∂qi 
∂ v--- =

∂qi ∂q1 
∂ 2 r--- q• 1 + … +

∂qs ∂qi 
∂ 2 r--- q• s +

∂qi ∂ t 
∂ 2 r--- .

Сопоставим два полученных выражения.  Они очень похожи,
только порядок дифференцирования в частных производных раз-
личен.

Вспомним теперь одно из тех требований, которые предъявля-
ют в аналитической механике к параметризации механической
системы.
Учтём, что в силу требований к параметризации функция

(∗) –  дважды непрерывно дифференцируемая функция сво-
их аргументов.
Для таких функций справедлива теорема о независимости

частных производных от порядка дифференцирования, так
что                         

dt 
d

∂qi 
∂ r--- =

∂qi 
∂ v---

.

Вот мы доказали и второе из тождеств Лагранжа.                     

Замечание.  При переходе к обычным векторам из V  каждое
из тождеств Лагранжа переходит в n тождеств:

∂qi 
∂ r---ν =

∂qi
•  

∂ v---ν ,      
dt 
d

∂qi 
∂ r---ν =

∂qi 
∂ v---ν ,      ν = 1 , …, n .

Иногда бывает удобнее пользоваться именно такой формой записи
тождеств Лагранжа.
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Теперь перейдём к выводу уравнений Лагранжа 2-го рода.

5. Вывод уравнений Лагранжа 2-го рода.

Выделим сначала тот класс механических систем, уравнения кото-
рых можно записать в форме уравнений Лагранжа 2-го рода..

Рассмотрим механическую систему с идеальными, двусторон-
ними и голономными связями.  Пусть СМТ из n точек с массами mν
–  модель данной системы.

Начнём с того, что выразим кинетическую энергию системы через
скалярное произведение двух 3n-мерных векторов.

Объединим векторы v---ν  и mν v---ν , ν = 1 , …, n, в два 3n-мер-
ных вектора: v--- с компонентами V1x , V1y , V1z , …, Vnz  и M

------v--- с компо-
нентами m1V1x , m1V1y , m1V1z , …, mnVnz , где M

------
 –  оператор масс.

Напомним, что с оператором масс (а это –  положительно опреде-
лённый симметричный оператор в 3n-мерном пространстве) мы впервые
встретились, рассматривая получение определяющих соотношений для
реакций идеальных связей.  Только тогда мы умножали оператор масс на
3n-мерный вектор ускорения изображающей точки.

Имеем:

T = 1
2 ∑  

ν
mν ( v---ν , v---ν ) ≡ 1

2 ∑  
ν
( v---ν , mν v

---
ν ) = 1

2
( v---, M------ v---) .

Подобный приём –  замену суммы n скалярных произведений трёх-
мерных векторов на скалярное произведение 3n-мерных векторов –  мы
применяли уже не раз.

Из полученной формулы видно, что кинетическая энергия системы
–  это квадратичная функция вектора скорости изображающей точки.
Значит, она зависит от компонент данного вектора; ни от чего больше
она не зависит.

Но мы собираемся работать с аппаратом обобщённых координат.
Поэтому нам удобнее будет рассматривать T как функцию других аргу-
ментов: обобщённых скоростей, обобщённых координат и времени.

При этом учтём, что матрица оператора масс –  это диагональная
матрица, на главной диагонали которой стоят массы всех точек системы
(причём каждая масса повторяется трижды).  Значит, элементы матрицы
масс –  константы; то же самое можно сказать и о самом'  операторе масс.

Поскольку M------ = const  и

v--- = v--- ( q1
• , …, qs

• , q1 , …, qs , t ) ,

будем трактовать T как функцию тех же аргументов:

T = T ( q1
• , …, qs

• , q1 , …, qs , t ) .
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При такой трактовке кинетической энергии естественно поставить
вопрос о её частных производных по этим аргументам.  Начнём с частных
производных по обобщённым скоростям.

Пользуясь симметричностью оператора M------, вычисляем:

 ∂T
∂qi
• = 1

2
(
∂qi
•
 

∂ v---
, M------ v--- ) + 1

2
( v---, M------

∂qi
•
 

∂ v--- )
´¨¨¨¨¨≠¨¨¨¨¨Æ
(M------ v---,

∂qi
•
 

∂ v--- )

= (
∂qi
•
 

∂ v---
, M------ v--- ) ;

первое тождество Лагранжа даёт:

(∗)                            ∂T
∂qi
• = (

∂qi 
∂ r---

, M------ v---) .

Найдём теперь частные производные от кинетической энергии по
обобщённым координатам (а частная производная по t  нам не понадо-
бится).

Аналогично, с учётом второго тождества Лагранжа находим:

 ∂T
∂qi

= (
∂qi 
∂ v---

, M------ v---) ≡ (
dt 
d

∂qi 
∂ r---

, M------ v---) .

На этом наши подготовительные выкладки можно считать завер-
шёнными.  Переходим к непосредственному выводу уравнений Лагранжа
2-го рода.

Запишем для рассматриваемой системы уравнения даламберова
равновесия в обобщённых координатах:

Qi + Qi
ин = 0 ,      i = 1 , …, s ,

и представим их в виде

(∗∗)                               – Qi
ин = Qi .

В действительности от записанных только что соотношений уравне-
ния Лагранжа 2-го рода отличаются только формой записи.

Имеем:

– Qi
ин = – ∑  

ν
(Φ----ν´≠Æ
– mνw

----
ν

,
∂qi 
∂ r---ν ) =

= ∑  
ν
(
∂qi 
∂ r---ν , mνw

----
ν ) ≡ (

∂qi 
∂ r---

, M------w---- ) .

Получилось выражение, очень похожее на выражение для частной
производной от кинетической энергии по обобщённой скорости; только
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там оператор масс умножался уже не на ускорение изображающей точки,
а на её скорость.

Но ускорение получается из скорости путём дифференцирования по
времени.  Поэтому напрашивается преобразование, которое и приведёт
нас к цели.

Дифференцируем (∗)  по t:

dt 
d  ∂T

∂qi
• = (

dt 
d

∂qi 
∂ r---

, M------ v--- )
´¨¨¨¨¨¨¨≠¨¨¨¨¨¨¨Æ

 ∂T
∂qi

+ (
∂qi 
∂ r---

, M------w---- )
´¨¨¨¨¨≠¨¨¨¨¨Æ
– Qi

ин

,

так что

– Qi
ин =

dt 
d  ∂T

∂qi
• –  ∂T

∂qi
.

Теперь осталось записать вывод.

Вывод: уравнения даламберова равновесия в форме (∗∗) мож-
но иначе записать в виде уравнений Лагранжа 2-го рода:

dt 
d  ∂T

∂qi
• –  ∂T

∂qi
= Qi ,     i = 1 , …, s .

Эти уравнения вместе с их выводом опубликованы Лагранжем в
уже упоминавшемся трактате “Аналитическая механика” в 1788 году.  Их
число равно числу степеней свободы механической системы.

Отметим, что для частных производных от кинетической энергии по
обобщённым скоростям имеется специальное название.

Величина  ∂T
∂qi
•  –  обобщённый импульс, отвечающий обобщён-

ной координате qi .

Поясним происхождение данного названия.

Пояснение.  Пусть для свободной материальной точки M * мас-
сы m, к которой приложена сила F----, за обобщённые координаты взя-
ты её декартовы координаты x, y, z.

Тогда
v---M = x• i-- + y• j-- + z• k---

и

T =
1
2 mVM

2 =
1
2 m

( x• 2 + y• 2 + z• 2 ) ;

величины
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 ∂T
∂x•

= mx• ,      ∂T
∂y•

= my• ,      ∂T
∂z•

= mz•

совпадают с компонентами вектора количества движения mv---M  точки
M *  (который физики именуют импульсом).

Значит, понятие обобщённого импульса есть обобщение понятия
импульса материальной точки (точнее, его компонент) на широкий класс 
механических систем со связями.

Кстати,

dt 
d  ∂T

∂x•
= mx• • ,      ∂T

∂x
= 0 ,

Qx = ( F---- , u---M
(x ) ) = ( F---- ,  ∂ v---M

∂x•
) = ( F---- , i-- ) = Fx .

Сейчас мы вычислили отдельные слагаемые в том из уравнений Ла-
гранжа, которое отвечает обобщённой координате x.

Вычисления для y и z аналогичны, и уравнения Лагранжа в
нашем примере таковы:

mx• • = Fx ,      my• • = Fy ,      mz• • = Fz .

Иными словами, сейчас уравнения Лагранжа 2-го рода совпадают с
уравнениями движения свободной материальной точки (чего и следовало
ожидать).

Но вернёмся к общему случаю.
При выводе уравнений Лагранжа 2-го рода мы видели, что они в

совокупности эквивалентны общему уравнению динамики, которое слу-
жит математическим выражением принципа Даламбера – Лагранжа.

Отсюда можно сделать такой вывод:
Действительное движение механической системы выделяется из

всех кинематически осуществимых с теми же начальными условиями
тем, что оно в любой момент времени удовлетворяет уравнениям Ла-
гранжа.

Таким образом, уравнения Лагранжа действительно имеют право
называться уравнениями движения механической системы.

В заключение хотелось бы напомнить, что общее уравнение динами-
ки справедливо для любых систем с идеальными и двусторонними связя-
ми, а уравнения Лагранжа применимы, если все эти связи ещё и голо-
номны.  В то же время область применения лагранжева формализма не
ограничена чистой механикой; он успешно используется [23,28] для со-
ставления дифференциальных уравнений электромеханических и тер-
момеханических систем.

Получим теперь для кинетической энергии явное выражение через
обобщённые скорости и обобщённые координаты.
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6. Кинетическая энергия в обобщённых скоростях и координатах.

Покажем, что функция

T = T ( q1
• , …, qs

• , q1 , …, qs , t )
по отношению к обобщённым скоростям есть многочлен 2-й степени.

Речь идёт о многочлене 2-й степени от s переменных; такой много-
член содержит квадратичную часть, линейную часть и слагаемое, не зави-
сящее от данных переменных.

Иначе говоря,

(∗) T = T2 + T1 + T0 ,

где:

T2 =
1
2 ∑  
i, k

aik q
•
i q
•
k – квадратичная функция обобщённых скоростей;

T1 = ∑  
i
bi q

•
i –  линейная функция обобщённых скоростей;

T0 –  функция, не зависящая от обобщённых скоростей.

При этом T0  и коэффициенты aik , bi –  функции обобщённых
координат q1 , …, qs  и времени t.

Для обоснования разложения (∗)  учтём, что скорость изображаю-
щей точки линейно зависит от обобщённых скоростей.

В самом деле, подставляя в формулу

T = 1
2
( v---, M------ v--- )

из п.2 представление 3n-мерного вектора v--- скорости изображающей
точки через обобщённые скорости

v--- = ∑  
i
u--- ( i ) q• i + u

--- ° ≡ V---- + u--- ° ,

в силу симметричности оператора масс M------ получаем:

T =
1
2
(V----, M------V---- ) + (V----, M------ u--- ° ) +

1
2
( u--- °, M------ u--- ° ) ≡ T2 + T1 + T0 .

Симметричностью оператора масс мы воспользовались при раскры-
тии скобок в исходном скалярном произведении (это позволило нам без
изменения переносить оператор масс с одного сомножителя скалярного
произведения на другой).

Следовательно, кинетическая энергия действительно представляется
суммой трёх слагаемых.

При этом

T0 =
1
2 ∑  

ν
( u--- ν° , mν u

---
ν° ) =

1
2 ∑  

ν
mν ( ∂ t  

∂ r---ν ,
∂ t  
∂ r---ν ) ;
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T1 = ( ∑  
i
u--- ( i ) q• i , M

------ u--- ° ) ≡ ∑  
i
bi q

•
i ,

где  bi = ( u--- ( i ), M------ u--- ° ) = ∑  
ν
mν ( ∂qi 

∂ r---ν ,
∂ t  
∂ r---ν ) ;

T2 =
1
2
( ∑  

i
u--- ( i ) q• i , M

------ ∑  
k
u--- (k ) q• k ) ≡

1
2 ∑  

i, k
aik q

•
i q
•
k ,

где  aik = ( u--- ( i ), M------ u--- (k ) ) = ∑  
ν
mν ( ∂qi 

∂ r---ν ,
∂qk 
∂ r---ν ) .

Заметим, что aik = aki  (свойство симметрии кинетических ко-
эффициентов).

Именно так называются коэффициенты aik .
Данный вывод сразу следует из явного выражения для этих коэф-

фициентов.
Таким образом, разложение (∗)  полностью обосновано.

Рассмотрим частный случай, когда вид полученного разложения
упрощается.

Если связи стационарны, то можно выбрать такую параметри-
зацию механической системы, что

r--- = r--- ( q1 , …, qs ) .
В отличие от общего случая, здесь среди аргументов данной зави-

симости отсутствует время t.

Тогда u--- ° ≡ ∂ r---/∂ t ≡ 0 , а поэтому: bi ≡ 0 , T1 ≡ 0 , T0 ≡ 0 .

Итак, для системы со стационарными связями кинетическая
энергия является квадратичной функцией обобщённых скоростей:

T = T2 .

При этом кинетические коэффициенты aik  зависят только от обоб-
щённых координат, а от времени не зависят.

Таким образом, для случаев стационарных и нестационарных связей
мы получили явный вид кинетической энергии механической системы.
Используем это для выяснения структуры уравнений Лагранжа.

7. Структура уравнений Лагранжа.

Запишем для СМТ с идеальными, двусторонними и голоном-
ными связями уравнения Лагранжа:
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( x, Ax ) = aii > 0 .
Обсудим теперь порядок составления уравнений Лагранжа, исполь-

зуемый при решении практических задач.

8. Методика составления уравнений Лагранжа.

Сейчас мы ограничимся соответствующим алгоритмом для случая,
когда число обобщённых координат равно единице.

Предположим, что механическая система, для которой требует-
ся составить уравнения Лагранжа, имеет одну степень свободы.

Следовательно, текущую конфигурацию данной механической сис-
темы можно охарактеризовать одной обобщённой координатой q.

Существуют различные методики составления уравнений Лагранжа
–  в основном сходные, но различающиеся в деталях.  Здесь предлагается
один из вариантов алгоритма, по которому можно составлять уравнения
Лагранжа.

Итак:

1°. Составить выражение для T, указав вид движения каждо-
го тела и выразив коэффициенты через исходные данные.

2°. Составить выражение для Q  и раскрыть скалярные произ-
ведения.

3°. Выбрать обобщённую координату q  и выяснить кинемати-
ческий смысл q• .

4°. Выразить линейные и угловые скорости, входящие в вы-
ражения для T и Q, через q• .

5°. Выразить T как функцию q•  и q  и представить её в стан-
дартной форме, вводя для коэффициентов буквенные обозначения.

6°. Выразить Q как функцию q•  и q .

7°. Вычислить производные:  ∂T
∂q•

, 
dt 
d  ∂T

∂q•
,  ∂T

∂q
.

8°. Записать уравнения Лагранжа:

dt 
d  ∂T

∂q•
–  ∂T

∂q
= Q .

По поводу терминологии: здесь мы говорим об “уравнениях” (во
множественном числе), а пишем лишь одно уравнение.  Это –  вполне ра-
зумно, поскольку в общем случае уравнений Лагранжа будет столько,
сколько степеней свободы.  Кроме того, мы это дифференциальное урав-
нение 2-го порядка всегда можем записать в виде двух дифференциаль-
ных уравнений 1-го порядка.
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При решении конкретных задач рекомендуется явно указывать в
тексте решения пункты алгоритма.  Причина такой рекомендации –  про-
стая: выкладки при составлении уравнений Лагранжа –  достаточно объ-
ёмные, и студент должен как можно скорее усвоить рациональную после-
довательность действий, а потом ей следовать (уже не раздумывая на
каждом шаге, что же делать сейчас...).  Успешное решение задач домаш-
них заданий и контрольных работ по данной теме возможно только при
достижении необходимой степени автоматизма.

Немного прокомментируем пункт 2° приведённого алгоритма.
В § 16 мы уже обсуждали различные способы вычисления обобщён-

ных сил, но в случае систем с одной степенью свободы обозначения уп-
рощаются, поскольку индекс i  (т.е. номер обобщённой координаты) ука-
зывать незачем.  Следуя тому способу, который получил у нас номер 3 и
основан непосредственно на определении обобщённой силы, получаем та-
кое правило:

На шаге 2° алгоритма обобщённая сила Q вычисляется по
формуле

Q = ∑  
k
Q

(k ) ;

суммирование выполняется для всех активных сил и моментов.
Иными словами, сейчас предполагается, что все активные силы (и

моменты) пронумерованы, и каждой из них соответствует своё слагаемое
в данной формуле.  Реакции связей не учитывают, так как они –  в силу
предположения об идеальности связей –  вклада в Q  не дадут.

На практике, впрочем, нумерации не делают, а сразу записывают
сумму в развёрнутом виде.

Итак, нам достаточно обсудить только вычисление отдельных сла-
гаемых в этой сумме.  Мы будем одновременно рассматривать две ситуа-
ции: ситуацию, когда данное слагаемое отвечает силе, и ситуацию, когда
оно отвечает моменту пары сил.

Рисунок, приведённый ниже, отвечает обеим ситуациям одновремен-
но: к телу с номером j  приложена либо сила F----k  с точкой приложения A,
либо пара сил с моментом M------k .

Имеем:

(∗)           Q
(k ) = ( F----k , u---A )     или     Q

(k ) = (M------ k , u--- j ) .

Здесь: u---A – передаточная функция линейной скорости точки A;
u--- j –  передаточная функция угловой скорости тела j.

Таким образом, если k-е слагаемое отвечает силе, то эту силу надо
скалярно умножить на передаточную функцию линейной скорости точки
приложения данной силы; если же k-е слагаемое отвечает моменту, то
надо умножить этот момент на передаточную функцию угловой скорости
того тела, к которому момент приложен.
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j A

F----k

M------k

Каждая из входящих в (∗) передаточных функций, как мы уже от-
мечали, имеет смысл коэффициента в выражении соответствующей ско-
рости через обобщённую скорость:

v---A
в = u---A q

• в     или     ---- j
в = u--- j q

• в .

Эти соотношения записаны для возможных скоростей; но те же са-
мые коэффициенты фигурируют и в выражениях для действительных
скоростей.

Для действительных скоростей:

v---A = u---A q
• + … ,     или     ---- j = u--- j q

• + … ;

опущенные слагаемые не зависят от q•  и отсутствуют, когда связи
стационарны.

Таким образом, при стационарных связях мы можем в ходе вычис-
лений вообще не различать действительные и возможные скорости.

Конкретные выражения линейных и угловых скоростей через обоб-
щённую получаются при выполнении пункта 4° алгоритма; одновременно
в нашем распоряжении оказываются и все нужные коэффициенты (т.е.
передаточные функции).

Как вычислять скалярные произведения в (∗)?  Удобнее всего это
делать путём перехода к проекциям.

В задачах на плоское движение:

( F----k , u---A ) = Fkx uAx + Fky uAy ,     (M------k , u--- j ) = Mkz ujz .

Именно переход к такой форме записи мы и называли в пункте 2°
алгоритма “раскрытием скалярных произведений”.
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При этом проекции сил и моментов вычисляют в явном виде, а про-
екции передаточных функций оставляют в буквенной записи (их кон-
кретные выражения на этом шаге ещё неизвестны).  Получению явного
выражения обобщённой силы Q  через обобщённую скорость и обобщён-
ную координату посвящён пункт 6° алгоритма.

Несколько слов об ином способе вычисления обобщённой силы, при
котором предварительно вычисляют возможную мощность активных сил.

Замечание.  Иной способ: в п.2° вычислить N
в
 по формуле

N
в = ∑  

k
Nk

в
,

где
Nk

в = ( F----k , v---A )     или     Nk
в = Mkz jz ,

а в п.6° вычислить Q  по формуле

Q =  N
в

q• в
.

Разумеется, при таком способе вычисления Q  все выкладки оказы-
ваются совершенно аналогичными –  с точностью до обозначений (только
в пункте 6° алгоритма появляется дополнительная операция деления).

Для случая, когда число обобщённых координат больше единицы, в
приведённый алгоритм следует внести небольшие изменения.  Именно:

Замечание.  Если число степеней свободы больше единицы, то
в пунктах 3°– 8° алгоритма следует вместо q, q•  и Q писать qi , qi

•  и
Qi .

При этом, разумеется, в пунктах 3° и 6° следует писать уже “обоб-
щённые координаты” и “функции”.

Однако в пункты 1° и 2° вносить какие-либо изменения нецелесо-
образно.  Здесь разумно по-прежнему писать Q, u----A  и т.п.

При этом вычисление Qi на шаге 6° сводится к подстановке в
общую формулу для Q, полученную на шаге 2°, конкретных выра-
жений для передаточных функций, отвечающих обобщённой коорди-
нате qi .

Рассмотрим теперь конкретную задачу, где в качестве механической
системы с одной степенью свободы выступает машина с кулисным приво-
дом.  Для этой системы требуется составить уравнения Лагранжа и вы-
полнить их численное интегрирование при заданных начальных условиях.

9. О моделировании динамики машины с кулисным приводом.

В учебном пособии И.В.Новожилова и М.Ф.Зацепина “Типовые
расчёты по теоретической механике на базе ЭВМ” [25] представлены
(расчёт Д-5) задачи, посвящённые исследованию динамики машины с
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кулисным приводом.  Цель выполнения данного задания, как отмечают
авторы пособия, состоит в приобретении опыта исследования динамики
машин, включая составление уравнений движения машины в форме
уравнений Лагранжа 2-го рода и их численное интегрирование при по-
мощи компьютера.

Последнюю операцию удобно выполнять с помощью моделирующей
программы dk, работа с которой рассмотрена в пособии [18].

Обсуждение задания по динамике машины с кулисным приводом
мы начнём с замечаний терминологического характера.

Привод –  устройство для приведения в действие машин и ме-
ханизмов; состоит из двигателя и передаточного механизма.

Передаточный механизм служит для передачи движения от двигате-
ля к другим частям машины.

Кулиса –  звено плоского механизма, несущее на себе подвиж-
ные направляющие (вдоль которых может двигаться другое подвиж-
ное звено).

В каждом из вариантов обсуждаемого задания в состав передаточно-
го механизма входит звено, форма которого напоминает букву Т.  В пе-
рекладине данного звена имеется прорезь, боковые стороны которой и
являются теми подвижными направляющими, о которых говорилось в
определении кулисы.

В данной прорези движется палец маховика –  маленький цилиндр,
жёстко прикреплённый к маховику.

Напомним, что маховик –  это колесо с массивным ободом, устанав-
ливаемое на валу машины для уменьшения неравномерности её движе-
ния.

Во всех вариантах задания маховик имеет номер 1, а кулиса –  2; в
составе машины имеются и другие звенья.

Переходим к рассмотрению основных этапов исследования.

Требуется:
1°. Составить уравнения движения машины в форме уравне-

ний Лагранжа 2-го рода, взяв за обобщённую координату угол ϕ1
поворота маховика 1.

2°. Записать уравнения движения в форме Коши.
3°. При заданных начальных условиях численно проинтегри-

ровать уравнения движения на отрезке [ 0, τ ] .
4°. Построить графики ϕ 1 (t) , 1z (t) , ε1z (t) .
5°. Для момента времени, когда модуль ε1z  максимален, найти

одну из реакций связей.
Какую именно –  зависит от конкретного варианта.
Основные выкладки выполняются на этапе 1° исследования.  На

нём и сосредоточим сейчас своё внимание.
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Именно, перейдём к разбору примера расчётного задания и рас-
смотрим конкретную кинематическую схему машины с кулисным приво-
дом.

3

MD

B

m3g

H

1

O

m1g

ϕ1

A

m2g

2

E C

MH 4

K

m4g

Здесь к зубчатому колесу 3 (которое является однородным диском и
находится в зацеплении с маховиком 1) приложен от двигателя вращаю-
щий момент M------D .  Вращательное движение маховика преобразуется в по-
ступательное движение кулисы 2, а последняя приводит в движение одно-
родный диск 4 (в точках контакта этого диска с кулисой и стенкой про-
скальзывание отсутствует).  К диску 4 приложен момент нагрузки M------H .

Постановка задания предусматривает, что проекции вращающего
момента M------D  и момента нагрузки M------H  на ось z определяются следующими
выражениями:

MDz = M0 – k iz ,     MHz = – µ 2 4z ;

i –  номер тела, к которому приложен момент M------D .
В нашем примере это –  звено 3.

Замечание.  В некоторых вариантах вместо момента M------H  зада-
на сила F----H :

FHx = – µ1VDx    или    FHy = – µ1VDy ,

где D –  некоторая точка тела 4.
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В таких вариантах звено 4 совершает поступательное движение
вдоль оси x или оси y.  Иногда, впрочем, эта точка обозначена иначе (или
никак не обозначена).

Заметим ещё, что стрелки, изображающие моменты M------D или M
------

H ,
ориентированы на рисунке совершенно произвольно.  Они показывают
только, к какому телу приложен соответствующий момент; проекции же
этих моментов на ось z полностью определяются записанными выше
формулами.

Следующие параметры предполагаются известными:
– расстояние  OA  = r1 ;
– радиусы дисков R1 , R3 , R4 ;
– момент инерции I1 маховика 1 относительно оси Oz ;
– массы звеньев m2 , m3 , m4 ;
– константы M0, k , µ 2 ;
– время моделирования τ ;
– начальное значение ϕ 1 (0)  угла поворота маховика.

Начальное значение угловой скорости маховика задаётся фор-
мулой 1z (0) = 2π/τ .

В конце пункта мы приведём результаты моделирования динамики
машины, полученные при следующих значениях параметров:

Дано: OA = r1 = 0,06 м; R1 = 0,36 м; R3 = 0,18 м; R4 = 0,14
м; I1 = 1,4 кг • м2; m2 = 24 кг; m3 = 9,26 кг; m4 = 16 кг; M0 = – 63
Н • м; k = 1,028 Н • м • с; µ2 = 55,3 Н • м • с; τ = 0,2688 с; 1z (0) =
= 23,375 с −1; ϕ 1 (0) = 1,6 рад.

Приступаем к составлению уравнений движения машины, используя
известный нам алгоритм из восьми пунктов.

1°. T = T1
вр + T2

пост + T3
вр + T4

общ =

= 1
2
I1 1z

2 + 1
2
m2VE

2 + 1
2 2  
m3R3

2

3z
2 +

+ 1
2
m4VC

2 + 1
2 2  
m4R4

2

4z
2 .

Итак, мы составили выражение для T, указав вид движения каждо-
го тела и выразив коэффициенты через исходные данные.

2°. Q = (M------D , u---3 ) + (M------H , u---4 ) + (m1g
--- ,

0
u---O ) +

+ (m2 g
--- , u---E ) + (m3 g

--- ,
0

u---B ) + (m4 g
--- , u---C ) =
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= (M0 – k 3z ) u3z – µ 2 4z u4z – m2 g uEy – m4 g uCy .

Таким образом, мы составили выражение для Q и раскрыли скаляр-
ные произведения.

Подчеркнём, что к концу пункта 2° буквы MDz , MHz  (или FHx , или
FHy) уже больше не должны фигурировать в формулах.

3°. q = ϕ 1 , q
• = ϕ 1

• = 1z .
Здесь мы не только “выбрали” обобщённую координату q  (её вы-

бор был предписан условием задания), но и выяснили кинематический
смысл обобщённой скорости q• .  Действительно, обобщённая координата
есть угол поворота маховика 1; тогда её производная будет равняться
проекции угловой скорости маховика на ось z.

Теперь надо выразить все линейные и угловые скорости, входящие
(либо непосредственно, либо через свои передаточные функции) в фор-
мулы из пунктов 1° и 2°, через обобщённую скорость.

4°. 1z = ϕ 1
• .

Итак, одна из скоростей в точности равна обобщённой скорости.
Остальные линейные и угловые скорости выражаются через неё в ходе
решения кинематической задачи.  Их удобно находить методом кинемати-
ческих графов.

Составим первый из этих графов.

B →
3

0°
H →

1

0°
O .

0
VOy =

0
VBy + 3z R3 cos 0° + 1z R1 cos 0° .

3z = –
R3 
R1

u3z

ϕ 1
• ;     u3z = –

R3 
R1 .

Из этих формул видно, что для нахождения передаточной функции
достаточно обвести замкнутым контуром коэффициент при обобщённой
скорости.  Стоит ли Вам отдельно выписывать выражение для u3z , или
ограничиться знаком u3z  рядом с контуром –  решайте сами.

Выбираем следующий граф:

O →
1
ϕ 1

A .

VAy =
0

VOy + 1z r1 cos ϕ 1 .

А чтобы продвинуться дальше, рассуждаем так:

Так как перемещение кулисы 2 вдоль оси y  равно перемеще-
нию точки A вдоль этой оси, то
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VEy = VAy = r1 cos ϕ 1

uEy

ϕ 1
• .

Заметим, что перемещение точки A вдоль оси x  никак не сказывает-
ся на движении кулисы: кулиса движется только вдоль оси y, совершая
поступательное движение.

Следующий граф даст нам угловую скорость тела 4:

E →
4

0°
K .

0
VKy = VEy + 4z • 2R4 cos 0° .

4z = –
2R4 
VEy = –

2R4 
r1 cos ϕ 1

u4z

ϕ 1
• .

Наконец, последний граф даст нам скорость точки C.

K →
4

180°
C .

Vqy =
0

VKy + 4z R4 cos 180° = – 4z R4 =
2 
r1 cos ϕ 1

uCy

ϕ 1
• .

Переходим теперь к пункту 5° алгоритма, в котором надо выразить
кинетическую энергию как функцию q•  и q.

5°. T = 1
2
I1 ϕ 1

• 2 + 1
2
m2 r1

2 cos2ϕ 1 ϕ 1
• 2 + 1

2 2  
m3R1

2
ϕ 1
• 2 +

+ 1
2 4  
m4 r1

2
cos2ϕ 1 ϕ 1

• 2 + 1
2 8  
m4 r1

2
cos2ϕ 1 ϕ 1

• 2 =

= 1
2 


 A + B cos2ϕ 1 


 ϕ 1

• 2 ,

где

A = I1 + 2  
m3R1

2
,      B =



 m2 + 8  

3m4



 r1

2 .

Замечание.  В любой задаче с одной степенью свободы при
стационарных связях выражение для T  можно записать в стандар-
тной форме:                 

T = 1
2
( … ) q• 2 ;
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выражение в скобках есть приведённая масса (если q –  линейная
координата) или приведённый момент инерции (если q –  угол).

Случаи иного выбора обобщённой координаты встречаются редко.

Это следует из полученной в п.7 формулы

T ≡ T2 =
1
2 a (q) q• 2 .

В нашем примере выражение в скобках является именно приведён-
ным моментом инерции.  Действительно, все слагаемые в этом выражении
имеют размерность момента инерции.

Для контроля выкладок полезно помнить, что размерности всех сла-
гаемых должны быть именно такими.

Буквенные обозначения для коэффициентов (т.е. константы A и B)
мы ввели, в частности, для того, чтобы упростить выкладки в пункте 7°.
Рекомендуется вводить при составлении уравнений Лагранжа такие кон-
станты всегда, и уже в ответе заменять их явными выражениями.

Но последнее замечание относится к решению домашних заданий и
задач контрольной работы.  В данном же расчётном задании константы A
и B  используются и на этапе ввода формул в моделирующую программу.

Заметим, что во всех вариантах данного расчётного задания выра-
жение для T  будет иметь указанную форму (только в вариантах с гори-
зонтальным движением кулисы cos 2 ϕ 1 заменится на sin 2 ϕ 1).

Выполним теперь необходимые выкладки для обобщённой силы Q,
которую надо тоже выразить как функцию q•  и q.

6°. Q =


 M0 – k



 –

R3 
R1 ϕ 1

•



 


 •



 –

R3 
R1



 –

– µ 2 •


 –
2R4 
r1 cos ϕ 1 ϕ 1

•



 •



 –
2R4 
r1 cos ϕ 1



 –

– m2 g r1 cos ϕ 1 – m4 g 2 
r1 cos ϕ 1 =

= – (M0 + k R1ϕ 1
• /R3 ) R1

/R3 – µ 2 4R4
2 

r1
2

cos2ϕ 1 ϕ 1
• –

– (m2 + m4
/2 ) g r1 cos ϕ 1 .

Наличие в окончательном выражении для Q слагаемых, зависящих
от ϕ 1

• , вызвано только тем, что моменты M------D и M------H  зависят от угловых
скоростей.

Никакой “стандартной формы” для обобщённой силы Q не сущест-
вует.  Разумеется, имеет смысл по возможности упростить полученное
выражение (что мы и сделали).

Как уже отмечалось ранее, в том случае, когда обобщённой коорди-
натой является угол, размерность обобщённой силы совпадает с размер-
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ностью момента силы.  Легко проверить, что для всех слагаемых в полу-
ченном нами выражении это выполнено.

7°.  ∂T
∂ϕ1
• = ( A + B cos2ϕ 1 ) ϕ 1

• .

dt 
d  ∂T

∂ϕ1
• = ( A + B cos2ϕ 1 ) ϕ 1

•• – ( B • 2 cos ϕ 1 sin ϕ2
) ϕ 1

• =

= ( A + B cos2ϕ 1 ) ϕ 1
•• – B sin 2ϕ 1 ϕ 1

• 2 .

 ∂T
∂ϕ1

= 1
2
( – B • 2 cos ϕ 1 sin ϕ 1 ) ϕ 1

• 2 = –
2 
B sin 2ϕ 1 ϕ 1

• 2 .

Отметим, что нам пришлось дифференцировать cos ϕ 1 и по ϕ 1 , и по
времени.  Подобные действия часто приходится выполнять при составле-
нии уравнений Лагранжа, так что отметим:

Мы учли, что

dϕ1 
d

cos ϕ 1 = – sin ϕ 1 ,     
dt 
d

cos ϕ 1 = – sin ϕ 1 ϕ 1
• .

Во втором случае была использована теорема о дифференцировании
сложной функции.

Рекомендуется обратить внимание на эти два равенства, поскольку
следует чётко различать два данных случая: дифференцирование по ϕ 1  и
дифференцирование по t.  Типичная ошибка начинающих: потерять при
дифференцировании множитель q•  или, наоборот, записать его там, где
он не нужен.

Замечание.  Третья по счёту производная равна половине сла-
гаемого с q• 2 в выражении для второй по счёту производной.

Можно показать, что так будет в любой задаче с одной степенью
свободы при стационарных связях.  Это обстоятельство также полезно
учитывать при контроле правильности выкладок.

Представьте себе: насколько громоздкими стали бы полученные вы-
ражения, если бы мы не ввели констант A и B !

8°. Запишем уравнения Лагранжа, приводя подобные члены:

( A + B cos2ϕ 1 ) ϕ 1
•• –

2 
B sin 2ϕ 1 ϕ 1

• 2 = Q .

Если бы мы решали задачу контрольной работы, то осталось бы за-
писать ответ, подставив в полученное уравнение явные выражения для A,
B и Q.  Но в расчётном задании составление уравнений движения маши-
ны –  это лишь первый этап исследования её динамики.

На втором этапе исследования динамики машины, как отмечалось
выше, уравнения движения машины записываются в форме Коши.
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Уравнения движения в форме Коши:

(∗)
                         




 

 

ϕ 1
• = 1z ,

1z
• = ε 1z ( ϕ 1, 1z ) ,

где

ε 1z ≡ ϕ 1
•• =  Q + (B/2 ) sin 2ϕ 1 ϕ 1

• 2

A + B cos2ϕ 1

.

Третий этап исследования –  это численное интегрирование уравне-
ний движения машины.  Вновь можно воспользоваться, скажем, методом
Дормана – Принса (он используется в моделирующей программе dk).

Путём численного интегрирования уравнений (∗) при заданных
ϕ 1 (0), 1z (0) на отрезке [ 0, τ ]  получаем зависимости ϕ 1 = ϕ 1 (t) ,

1z = 1z (t) , ε 1z = ε 1z (t) .
Предполагается, что данные зависимости будут получены как в таб-

личной, так и в графической формах.  Программа dk предусматривает
обе эти возможности.

Работа с данной программой начинается с ввода номера варианта и
исходных численные данных (это делается при помощи меню для ввода
параметров).  Затем надлежит задать явный вид выражения для ε 1z , и
для этого используют меню для ввода формул; предусматривается, что в
данном меню нужно набрать правые части семи расчётных формул.

О каких формулах идёт речь?  Безусловно, нам потребуются фор-
мула для ε 1z  и формулы для констант A и B .  Далее, необходимо ввести
выражение для обобщённой силы Q; но оно часто оказывается весьма
громоздким и может не поместиться в строке ввода.

С учётом этого было принято решение представить Q в виде суммы
трёх слагаемых; каждое из этих слагаемых отвечает тому вкладу в Q, ко-
торый дают соответственно двигатель, нагрузка и силы тяжести.  Ука-
занным слагаемым отвечают отдельные строки в меню.

Запишем все семь расчётных формул для нашего примера.  Поря-
док следования этих формул –  один и тот же для всех вариантов.

Qд = -(M0+kR1ω1z/R3)R1/R3
Qн = -µ2r1r1cosφ1cosφ1ω1z/4R4R4
Qт = -(m2+ m4/2)gr1cosφ1
Q = Qд+Qн+Qт
A = I1+ m3R1R1/2
B = (m2+ 3m4/8)r1r1
ε1z =(Q +(B/2)sin 2φ1ω1zω1z)/(A + Bcosφ1cosφ1)

Обратите внимание, что в расчётных формулах пишут 1z , а не ϕ 1
• .
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Рекомендуется ещё до начала работы с программой dk  выписать
все семь расчётных формул в соответствии с принятыми правилами запи-
си выражений.  Заметьте, что реально 4-ю формулу вводить не прихо-
дится: она уже определена в самой'  программе, и любые попытки её изме-
нить блокируются.

По завершении ввода формул программа dk выполняет численное
интегрирование уравнений движения машины.

Четвёртый этап исследования –  построение графиков –  в особом
обсуждении не нуждается.  Заметим только, что начальное значение уг-
ловой скорости маховика выбиралось так, чтобы движение машины было
близким к периодическому, а время τ  примерно соответствовало времени
полного оборота маховика.

Поэтому начальное и конечное значения переменной 1z  должны
мало отличаться друг от друга.  Это же относится и к переменной ε 1z ; а
угол ϕ 1  должен за время τ  увеличиться на величину, близкую к 2π.

Если в полученных результатах зависимость 1z  от времени резко
отличается от периодической, то это означает наличие ошибки.  Чаще все-
го это бывает, когда сделана ошибка при вычислении Qн  или Qд  (напри-
пример, где-то был потерян знак “минус”).  Нужно проверить также, вер-
но ли найдено значение 1z (0).

Приведём график зависимости 1z = 1z (t) , построенный для ис-
пользуемых нами исходных данных при помощи программы dk.  Видно,
что эта зависимость удовлетворяет сформулированному требованию.

Перейдём к пятому этапу исследования –  к нахождению одной из
реакций связей.  С учётом постановки расчётного задания наши действия
на данном этапе начинаются вот с чего.
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Выделим в таблице результатов строку, для которой модуль
ε1z  максимален.

После этого мы будем иметь дело с конкретным моментом времени,
для которого известны текущие значения угла ϕ 1 , угловой скорости 1z
и углового ускорения ε 1z .

Приведём таблицу результатов моделирования, полученную для рас-
сматриваемого примера при помощи программы dk.

Таким образом:
В данном примере угловое ускорение маховика максимально по

модулю при t = 0,179 с.  В этот момент времени ϕ 1 = 5,832 рад,
1z = 23,63 с −1, ε 1z = – 28,93 с −2.

Используя данные значения, нужно найти какую-либо из реакций
связей.  В различных вариантах расчётного задания это могут быть либо
окружное усилие в точке K, либо разность сил натяжения ведущей и ве-
домой ветвей ременной передачи, либо усилие в стержне CD.

В рассматриваемом нами примере ни ременной передачи, ни стерж-
ня CD  нет.  Значит:

Найдём окружное усилие в точке K.
Что такое “окружное усилие”?  Это –  та составляющая реакции

связей в данной точке, которая направлена по касательной к окружности.
В нашем примере роль этой окружности играет обод диска 4.

Воспользуемся дифференциальными уравнениями плоского движе-
ния абсолютно твёрдого тела.  Нам потребуются не все такие уравнения,
а только минимально необходимое их число (в большинстве вариантов
достаточно будет взять только одно уравнение, но в нашем примере бу-
дут нужны два уравнения).

Освободим тело 4 от связей:



706 § 18. УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА 2-ГО РОДА

E

YE

XE

m4g

C

MH

K

YK

XK

Обе связи –  в точках E и K –  соответствуют случаю качения без
проскальзывания.  Поэтому реакция связи в каждой из этих точек пред-
ставляется двумя составляющими.  Силы XE  и XK  отвечают нормальным
реакциям, а силы YE  и YK –  силам сцепления.

Искомая величина (окружное усилие в точке K) –  это реакция YK ;
её значение нам и требуется найти.

Нетрудно сообразить, что среди уравнений плоского движения та-
кого уравнения, в которое входила бы только сила YK , найти нельзя: и в
в уравнение моментов сил относительно центра масс, и в уравнение про-
екций сил на ось y  войдут одновременно и сила YK , и сила YE .

Однако в совокупности два этих уравнения дадут нам систему с
двумя неизвестными, которую можно решить.

Имеем:
y :    m4VCy

• = YE + YK – m4 g ,

MC :    
2  

m4R4
2

4z
• = MHz – YE R4 + YK R4 .

Значение YE  нас вовсе не интересует, поэтому исключим эту неиз-
вестную величину.

Сложим оба уравнения, поделив второе на R4 :

m4VCy
• +

2  
m4R4

4z
• = 2YK – m4 g +

R4  
MHz .

Отсюда

YK = 1
2 

 m4VCy
• +

2  
m4R4

4z
• + m4 g –

R4  
MHz


 .

Осталось выразить слагаемые в правой части через известные вели-
чины.  Для этого вспомним, что при составлении уравнений Лагранжа мы
в пункте 4° алгоритма выяснили, как связаны VCy  и 4z  друг с другом.

Так как Vqy = – 4z R4 , то

m4VCy
• +

2  
m4R4

4z
• = –

2  
m4R4

4z
• .
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Далее, в том же пункте 4° алгоритма мы нашли выражение 4z  че-
рез обобщённую скорость.

Имеем:

4z = –
2R4 
r1 cos ϕ 1 1z .

Дифференцируем по t :

4z
• =

2R4 
r1 ( – cos ϕ 1 ε 1z + sin ϕ 1 1z

2 ) .

При вычислении второго слагаемого мы вновь воспользовались тео-
ремой о дифференцировании сложной функции.

Поэтому

–
2  

m4R4
4z

• =
4  

m4 r1 ( cos ϕ 1 ε 1z – sin ϕ 1 1z
2 ) .

Далее,

–
R4  
MHz =

R4  
µ 2 4z = –

2R4
2 

µ 2 r1 cos ϕ 1 1z .

Итак,

YK =
8  

m4 r1 ( cos ϕ 1 ε 1z – sin ϕ 1 1z
2 ) +

+
4  

m4 g –
4R4

2 
µ 2 r1 cos ϕ 1 1z .

Что нам осталось?
Осталось подставить в полученную формулу текущие значения

ϕ 1 , 1z , ε 1z  и значения коэффициентов.
В результате будет получено значение окружного усилия в точке K.

В нашем примере имеем: YK = – 834,65 Н.

А сейчас мы займёмся важным частным классом механических сис-
тем –  системами с потенциальными силами.

§ 19. Механические системы с потенциальными силами.

1. Потенциальная энергия материальной точки.

Начнём с определения силового поля.  Речь идёт о таком векторном
поле, значением которого в каждой точке является вектор силы.

С понятием векторного поля мы уже встречались в статике (имен-
но, вводя понятие силового винта, мы рассматривали поле, образуемое
главными моментами системы сил).



775СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
Учебники по механике для технических вузов

1. Бутенин Н.В., Лунц Я.Л., Меркин Д.Р.  Курс теоретической механики: учеб-
ник.  СПб.: Лань, 2009.  736 с.

2. Курс теоретической механики / В.И.Дронг, В.В.Дубинин, М.М.Ильин и др.
Под ред. К.С.Колесникова.  М.: Изд-во МГТУ им. Н.Э.Баумана, 2005.  736 с.

3. Озол О.Г.  Теория механизмов и машин. М.: Наука, 1984. 432 с.
4. Тарг С.М.  Краткий курс теоретической механики: Учебник для втузов.  М.:

Высш. шк., 2010.  416 с.
5. Теория механизмов и машин / К.В.Фролов, С.А.Попов, А.К.Мусатов и др.

М.: Высш. шк., 1987.  496 с.
Учебники по механике для классических университетов

6. Айзерман М.А.  Классическая механика.  М.: Наука, 1974.  368 с.
7. Арнольд В.И.  Математические методы классической механики.  М.: Наука,

1989.  472 с.
8. Голубев Ю.Ф.  Основы теоретической механики: Учебник.  М.: Изд-во Моск.

ун-та, 2000.  719 с.
9. Журавлёв В.Ф.  Основы теоретической механики: Учебник.  М.: Физматлит,

2008.  304 с.
10. Лойцянский Л.Г., Лурье А.И.  Курс теоретической механики. Т.II. Динамика.

М.: Наука, 1983.  640 с.
11. Лурье А.И.  Аналитическая механика.  М.: Физматлит, 1961.  824 с.
12. Маркеев А.П.  Теоретическая механика: Учеб. пособие для университетов.

М.: ЧеРо, 1999.  572 с.
13. Татаринов Я.В.  Лекции по классической динамике. М.: Изд-во Моск. ун-та,

1984. 296 с.
14. Трусделл К. Первоначальный курс рациональной механики сплошных сред.

М.: Мир, 1975. 592 с.
Задачники и методические пособия по механике

15. Динамика материальной точки / А.М.Александров, М.Ф.Зацепин, Ю.Г.Мар-
тыненко, В.В.Филиппов.  М.: Моск. энерг. ин-т, 1993.  19 с.

16. Кирсанов М.Н.  Задачи по теоретической механике с решениями в Maple 11.
М.: Физматлит, 2010.  263 с.

17. Кирсанов М.Н.  Решебник. Теоретическая механика.  М.: Физматлит, 2008.
384 с.

18. Корецкий А.В., Кузнецов А.А., Осадченко Н.B.  Решение задач динамики на
персональном компьютере: методическое пособие.  М.: Изд-во МЭИ, 2006.
68 с.

19. Корецкий А.В., Осадченко Н.B.  Компьютерное моделирование кинематики
манипуляционных роботов: методическое пособие. М.: Изд-во МЭИ, 2000.
48 с.

20. Корецкий А.В., Осадченко Н.B.  Решение задач кинематики на персональном
компьютере: методическое пособие. М.: Изд-во МЭИ, 2004. 48 с.



776 СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

21. Корецкий А.В., Осадченко Н.B.  Решение задач статики на персональном
компьютере: методическое пособие.  М.: Изд-во МЭИ, 2003.  64 с.

22. Корецкий А.В., Осадченко Н.B., Устинов В.Ф.  Методические указания по
работе студентов с обучающими программами по динамике. М.: Изд-во
МЭИ, 1996.  58 с.

23. Мартыненко Ю.Г.  Аналитическая динамика электромеханических систем. 
М.: МЭИ, 1984.  64 с.

24. Мещерский И.В.  Сборник задач по теоретической механике: Учебное посо-
бие.  СПб.: Лань, 2010.  448 с.

25. Новожилов И.В., Зацепин М.Ф.  Типовые расчёты по теоретической механи-
ке на базе ЭВМ.  М.: Высш. шк., 1986.  136 с.

26. Сборник задач по теоретической механике: Учебное пособие / В.В.Дубинин,
М.М.Ильин, К.С.Колесников и др. Под ред. К.С.Колесникова.  СПб.: Лань,
2008.  448 с.

Научно-методические статьи по механике
27. Зацепин М.Ф., Новожилов И.В.  Уравнения движения механических систем в

избыточном наборе переменных // Сб. научно-метод. статей по теоретиче-
ской механике.  Вып. 18.  М.: Высш. шк., 1987.  С. 62− 66.

28. Осадченко Н.B.  Лагранжев формализм в динамике термомеханических сис-
тем // Сб. научно-метод. статей по теоретической механике.  Вып. 20.  М.:
Изд-во МПИ, 1990.  С. 43− 51.

29. Осадченко Н.B.  Метод винтов в вычислительной механике // Проблемы ме-
ханики управляемых систем, машин и механизмов. Межвузовский темати-
ческий сб. № 77.  М.: Моск. энерг. ин-т, 1985.  С. 61− 68.

30. Слободянский М.Г.  Построение и изложение в курсе теоретической механи-
ки раздела “Статика твёрдого тела” // Теоретическая механика во втузах: Сб.
статей. М.: Высш. шк., 1971.  С. 156 −170.

31. Appleby P.G.  Inertial Frames in Classical Space-Time // Archive for Rational
Mechanics and Analysis. 1978. Vol. 67, No. 4.  P. 337 − 350.

32. Carlson D.E.  A Mathematical Theory of Physical Units, Dimensions and Meas-
ures // Archive for Rational Mechanics and Analysis. 1979. Vol. 70, No. 4.  P.
289 − 305.

33. Noll W.  Space-Time Structures in Classical Mechanics // Delaware Seminar in
the Foundations of Physics.  Berlin−Heidelberg −New York: Springer−Verlag,
1967.  P. 28 − 34.

34. Rychlewski J.  Mathematical Foundations of the Theory of Dimensions, Analogies
and Similarity // Trends in Applications of Pure Mathematics to Mechanics.  L.
e.a.: Pitman Publishing, 1976.  P. 333 − 364.

35. Toupin R.A.  World Invariant Kinematics // Archive for Rational Mechanics and
Analysis. 1958. Vol. 1, No. 3.  P. 181 − 211.

Монографическая и научно-популярная литература по механике
36. Арнольд В.И., Козлов В.В., Нейштадт А.И.  Математические аспекты клас-

сической и небесной механики // Совр. проблемы математики. Фундамен-
тальные направления. Т.3.  М.: ВИНИТИ АН СССР, 1985.  С. 5 −304.



777СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

37. Бурдаков С.Ф., Дьяченко В.А., Тимофеев А.Н.  Проектирование манипулято-
ров промышленных роботов и роботизированных комплексов.  М.: Высш.
шк., 1986.  264 с.

38. Гулиа Н.В.  Инерция.  М.: Наука, 1982.  152 с.
39. Диментберг Ф.М.  Теория винтов и её приложения. М.: Наука, 1978. 328 с.
40. Ишлинский А.Ю.  Ориентация, гироскопы и инерциальная навигация.  М.:

Наука, 1976.  670 с.
41. Новожилов И.В. Фракционный анализ. М.: Изд-во Моск. ун-та, 1991. 190 с.
42. Попов Е.П., Верещагин А.Ф., Зенкевич С.Л.  Манипуляционные роботы: ди-

намика и алгоритмы.  М.: Наука, 1978.  400 с.
43. Седов Л.И.  Методы подобия и размерности в механике.  М.: Наука, 1977.

440 с.
44. Теоретическая механика. Вывод и анализ уравнений движения на ЭВМ: Ч.I.

/ В.Г.Веретенников, И.И.Карпов, А.П.Маркеев и др.    М.: Высш. шк., 1990.
174 с.

Литература по истории механики
45. Веселовский И.Н.  Очерки по истории теоретической механики. М.: Высш.

шк., 1974. 287 с.
46. Моисеев Н.Д.  Очерки истории развития механики. М.: Изд-во Моск. ун-та,

1961.
47. Рожанская М.М.  Механика на средневековом Востоке. М.: Наука, 1976.

324 с.
48. Тюлина И.А.  История и методология механики. М.: Изд-во Моск. ун-та,

1979. 282 с.
Учебники и монографии по математике

49. Бахвалов Н.С., Жидков Н.П., Кобельков Г.М.  Численные методы.  М.: БИ-
НОМ. Лаборатория знаний, 2003.  632 с.

50. Болтянский В.Г.  Оптимальное управление дискретными системами.  М.:
Наука, 1973.  448 с.

51. Бурбаки Н.  Алгебра. Алгебраические структуры. Линейная и полилинейная
алгебра.  М.: Физматгиз, 1962.  516 с.

52. Вержбицкий В.М. Основы численных методов. М.: Высш. шк., 2002. 840 с.
53. Гантмахер Ф.Р.  Теория матриц. М.: Наука, 1988.  552 с.
54. Дубровин Б.А., Новиков С.П., Фоменко А.Т.  Современная геометрия. Мето-

ды и приложения.  М.: Наука, 1986.  760 с.
55. Зимина О.В.  Линейная алгебра и аналитическая геометрия: Учебный ком-

плекс: Учебное пособие для студентов вузов, изучающих высшую матема-
тику / Под ред. А.И.Кириллова.  М.: Изд-во МЭИ, 2000.  328 с.

56. Кострикин А.И., Манин Ю.И.  Линейная алгебра и геометрия.  М.: Наука,
1986.  304 с.

57. Хайрер Э., Нёрсетт С., Ваннер Г.  Решение обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений. Нежёсткие задачи.  М.: Мир, 1990.  512 с.



778 ИМЕННОЙ УКАЗАТЕЛЬ

ИМЕННОЙ УКАЗАТЕЛЬ

Айзерман, Марк Аронович  226
ал-Беруни, Абу Рейхан  10
ал-Хазини, Абд ар-Рахман  10, 184
Александров, Александр Михайлович

416
Амонтон, Гийом  11, 138
Аппель, Поль Эмиль  12
Арган, Жан Робер  16
Аристотель из Стагиры  9, 184, 265,

404
Архимед из Сиракуз  9, 81, 390
Архит Тарентский  8, 25
ат-Туси, Насир ад-Дин  10
Бернулли, Даниил  11, 677
Бернулли, Иоганн  11, 677, 751
Бернулли, Николай  677
Бернулли, Якоб  677
Болл, Роберт Столуэлл  122
Бур, Жак Эдмон Эмиль  13, 336
Бурместер, Людвиг  13
Бутенин, Николай Васильевич  14
Бэкингем, Эдгар  765,766
Вариньон, Пьер  11, 131, 751
Ваши, Эме  765
Виллис, Роберт  13
Воронец, Пётр Васильевич  12
Вышнеградский, Иван Алексеевич  12
Галилей, Галилео  11, 193, 372, 404,

407, 412, 431
Галлей, Эдмунд  182
Гамильтон, Уильям Роуэн  12, 734,

737
Гантмахер, Феликс Рувимович  249
Гаусс, Карл Фридрих  12
Гераклид Понтийский  9
Герон Александрийский  10
Гиббс, Джозайя Уиллард  12, 16, 20
Гиппарх Никейский  9
Голубев, Юрий Филиппович  598
Грасгоф, Франц  13, 215
Грассман, Герман  20
Гук, Роберт  11, 395
Гюйгенс, Христиан  11, 373, 530, 543,

668
Даламбер, Жан ле Рон  11, 652
Дворецкий, Иосиф Хананович  26

Декарт, Рене  11, 265, 326, 372, 668
Донкин, Уильям Фишберн  12
Дорман, Джон Ричард  426
Евдокс Книдский  8
Жуковский, Николай Егорович  12,

337, 503
Журавлёв, Виктор Филиппович  565
Зацепин, Михаил Федосеевич  5, 115,

416, 578, 695
Зимина, Ольга Всеволодовна  3, 236,

249
Ибн Корра, Сабит  10, 26
Иордан Неморарий  10
Ишлинский, Александр Юльевич

442
Кельвин, см. Томсон У.
Кёниг, Иоганн Самуэль  11, 476, 512,

670
Кеплер, Иоганн  11
Кирсанов, Михаил Николаевич  5,

292
Кирхгоф, Густав Роберт  13
Клавдий Птолемей  9
Клаузиус, Рудольф Юлиус Эмману-

эль  40
Клеро, Алексис Клод  12, 181
Кобрин, Александр Исаакович  5, 147
Коперник, Николай  10
Корецкий, Александр Владимирович

5
Кориолис, Гюстав Гаспар  13, 346,

625, 669
Коши, Огюстен Луи  13, 548
Крылов, Алексей Николаевич  369
Кулон, Шарль Огюстен  11, 138, 140,

159, 394, 400, 638
Лагранж, Жозеф Луи  12, 657, 684,

710, 729, 748
Лаплас, Пьер Симон  12, 486
Лейбниц, Готфрид Вильгельм  11,

171, 668
Леонардо да Винчи  140
Лойцянский, Лев Герасимович  517
Лоренц, Хендрик Антон  403
Лунц, Яков Львович  14
Лурье, Анатолий Исаакович  517
Ляпунов, Александр Михайлович  12
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Маджи, Джан Антонио  12
Максвелл, Джеймс Клерк  12, 757,

758
Маркеев, Анатолий Павлович  746
Мартыненко, Юрий Григорьевич  5,

416
Меркин, Давид Рахмильевич  14
Меркурьев, Игорь Владимирович  5
Мещерский, Иван Всеволодович  13,

469
Моисеев, Николай Дмитриевич  7
Навье, Луи Мари Анри  13
Новожилов, Игорь Васильевич  5,

115, 421, 578, 695, 773
Нолл, Уолтер  376
Ньютон, Исаак  11, 165, 166, 171, 369,

372, 375, 391, 398, 409, 447, 590
Орезм, Никола  10, 175
Остроградский, Михаил Васильевич

12, 613, 737
Паскаль, Блез  11
Подалков, Валерий Владимирович  5
Понселе, Жан Виктор  13, 625
Принс, Питер Дж.  426
Птолемей, см. Клавдий Птолемей
Пуанкаре, Анри  12
Пуансо, Луи  13, 30, 50, 52, 95, 375,

551
Пуассон, Симон Дени  12
Раус, Эдвард Джон  12
Резаль, Анри Эме  13, 483
Рейнольдс, Осборн  13
Рело, Франц  13

Ривальс  325
Риккати, Винченцо  414
Риман, Георг Фридрих Бернгард  13
Родриг, Бенжамен Олинд  260
Рэлей, см. Стретт Дж. У.
Сегнер, Янош Андраш  11, 553
Сен-Венан, Адемар Жан Клод  13
Сото, Доменико  408
Стевин, Симон  10, 52
Стокс, Джордж Габриэль  13, 400
Стретт, Джон Уильям (лорд Рэлей)

13
Томсон, Уильям (лорд Кельвин)  13
Филиппов, Владимир Витальевич

416
Фуко, Жан Бернар Леон  563
Фурье, Жан Батист  761
Хайям, Омар  184
Хевисайд, Оливер  16
Хейтсбери, Уильям  184, 193
Хенричи, Олаус  17
Циолковский, Константин Эдуардо-

вич  13, 470
Чаплыгин, Сергей Алексеевич  12
Чебышёв, Пафнутий Львович  13
Четаев, Николай Гурьевич  615
Штейнер, Якоб  543
Шулер, Максимилиан  449
Эйлер, Леонард  11, 91, 181, 271, 273,

358, 377, 378, 424, 494, 530, 543,
553, 560, 561, 590

Юнг, Томас  13, 669
Якоби, Карл Густав Якоб  12, 37, 740
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Абсолютность времени  165
Адгезия  138
Акселерометр  434
Аксиома движения  42
– массы  43, 368
– о двух силах  53
– о действии и противодействии  56
– о наложении новых связей  59
– о нуль-системе  53
– объективности сил  374
– освобождаемости от связей  57
– параллелограмма сил  51
– сплошности  42
Анализ размерностей  756
– фракционный  774
Анизотропность времени  165
Ареа-тангенс гиперболический  412

Базис сопровождающий  194

Вариация функции  615
Ватт  626
Вектор винта, главный  123, 276
– бинормали  194
– главной нормали  188
– касательной, единичный  180
–, касательный к конфигурационно-
му пространству  619

– кривизны  186
– линейного оператора, инвариант-
ный  255

– – –, собственный  253
– мгновенного вращения  278
– присоединённый  263
– реакции связи, 3n-мерный  636
– свободный  18
– связанный  18
– скользящий  55
– силы  16
– системы сил, главный  48
– телесный  227
– углового ускорения  324
– угловой скорости  270
– элементарного перемещения изо-
бражающей точки  603

Величина объективная   373
– размерная  756
Вертолёт  514

Верчение  135
Вершина графа  286
Вес  443
– удельный  79
Взаимодействие механическое  15
– фундаментальное  15
Винт  121
– вырожденный  123, 126, 278
– кинематический  276
– левый  279
– нулевого параметра  129, 278
– нулевой  127, 277
– правый  279
– силовой  121
Вириал силы  40
– системы сил, главный  50
Вращение мгновенное  274, 278
– стационарное  566
Время  15, 165
– моделирования  415
– сближения, характерное  206
Выбор связанных осей, стандартный

248
Вырождение кинематическое  318,

344
– системы параметров ориентации

366
– – углов Эйлера  366
Вычисление вектора угловой скоро-
сти по вектору относительной ско-
рости  294

Геометрия движения  239
Гиперповерхность  603
– уровня  618
Гироскоп  563
– симметричный  564
Градиент  601, 602, 603
Граф  286
– кинематический  286, 319, 328, 342
– –, составной  288

Движение абсолютное  339, 348
– винтовое  278
– вращательное  295
– жёсткое  489
– кинематически осуществимое  600
– мгновенное  243
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Движение, мгновенное относительное
349

–, – переносное  349
– мгновенно-винтовое  278
– мгновенно-вращательное  274, 278
– мгновенно-поступательное  243,

278
– механическое  6, 42
– относительное  339, 348
– отрезка, поступательное  239
– переносное  340
– плоское  279, 517
– плоскопараллельное  279
– поступательное  240
– прямой, поступательное  239
– прямолинейное  187
– равномерное  183
– равнозамедленное  191
– равнопеременное  191
– равноускоренное  191
– сложное  337
– сферическое  272
Действие  56, 372
Джоуль  626, 668
Динамика  368
Допущение о кинематическом графе,
основное  288, 342

– об определяющих соотношениях,
основное  376, 453

Дуга графа  286

Единица астрономическая  771
Единицы измерения  756
– –, основные  758
– –, производные  758

“Живая сила”   668

Зависимость веса от широты места
446

Задача Галилея  405
– Коши  207
– двух тел  719
– динамики точки, вторая  381
– – –, первая  379
– n тел в небесной механике  455
– о движении точки по гиперболе

173
– – качении диска по наклонной
плоскости  663

– – коньке на льду  597

Задача о магнитном компасе  500
– – сближении двух точек  208
– – скамейке Жуковского  503
– об управляемом движении робота-
манипулятора  310

– статически определимая  103
– Циолковского, вторая  470
– –, первая  470
Заделка жёсткая  106, 111
– скользящая  111
Закон Амонтона – Кулона  139
– вращательного движения  297
– всемирного тяготения Ньютона

391
– Гука  395
– движения точки  169
– – – при гармонических колеба-
ниях  384

– – материального тела  264
– – СМТ  201, 455
– – центра масс СМТ  462
– изменения кинетического момента
относительно неподвижной точки
483

– – кинетической энергии  677
– – количества движения СМТ  456
– – полной механической энергии
СМТ  722

– – собственного кинетического
момента  513

– Кулона  159, 400, 638
– – в электростатике  394
– независимости действия сил  371
– плоского движения  282
– поступательного движения  242
– равномерного движения  183
– равнопеременного движения  192
– сопротивления Ньютона  398, 409,

769
– – Стокса  399
– сферического движения  273, 360
Законы Ньютона  369 – 372
– трения качения  159
– – скольжения  139
Земля стандартная  442
Значение линейного оператора, соб-
ственное  253

– матрицы, собственное  253

Изотропность пространства  164
Импульс  685
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Импульс внешних сил  457
– моментов внешних сил  483
– обобщённый  684
– силы  371
Инвариант кинематический, второй

277
– –, первый  277
– статический, второй  124
– –, первый  123
Инертность 371
Интеграл движения центра масс  466
– канонических уравнений Гамиль-
тона, первый  738

– кинетического момента  484
– кинетической энергии  679
– количества движения  459
– уравнений движения, первый  458
– – –, стационарный первый  458
– – Лагранжа, первый  731
– уравнения движения математиче-
ского маятника, первый  458

– циклический  732, 739
– энергии  724, 741
– –, обобщённый  740
– Якоби  740
Интерпретация Резаля  483
Исчисление барицентрическое  172
– тензорное  523

Качение  135, 305
Килограмм  758
Кинематика  163
Кинетика  153
Класс движения  771
Классификация связей  594
Колебания гармонические  381
Колесо ведомое  155
– ведущее  161
Количество движения материальной
точки  370

– – – –, относительное  508
– – СМТ  456
– – тела  497
Коллинеарность точек неизменяемой
системы  217

Колодка тормозная  147
– – отжимная  151, 152
– – прижимная  148, 150
Комплекс безразмерный  764
Компоненты вектора угловой скоро-
сти при плоском движении  284

Компоненты вектора силы  28
– – момента силы  28
– линейного оператора  244, 528
– оператора угловой скорости при
плоском движении  285

Контакт гладких поверхностей, нето-
чечный  111

– – –, точечный  58, 110
– поверхностей с трением, поверх-
ностный  137

– – – –, точечный  132
– шероховатых поверхностей, нето-
чечный  111

– – –, точечный  111
– угла с гладкой поверхностью  110
Контрпример Маркеева  745
Конус трения  143
Конфигурация АТТ  221, 225
– –, отсчётная  246
–, допускаемая связями на отрезке

747
– материального тела  213
– механической системы, отсчётная

213
– СМТ  200
– –, допустимая  216, 599
– –, равновесная  744
Координата линейная  169
– циклическая  731, 738
Координаты винта  123, 276
– обобщённые  607
– центра параллельных сил  76
– – тяжести  81
Косинус гиперболический  411
Косинусы направляющие  245
Кошка  516
Коэффициент жёсткости  382, 395
– сопротивления  398, 400
– трения  400, 638
– –, статический  139
– – верчения, статический  162
– – качения, статический  159
Коэффициенты кинетические  687
Крестовина  111
Кривошип  355
Критерий независимости условий
связей  622

– поступательного движения  241
– равновесия СМТ, кинематический

744
– эквивалентности систем сил  103
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Круг кривизны  188, 196
Кулачок  147
Кулиса  696

Лемма о векторе кривизны  187
– – независимых направлениях в
пространстве положений СМТ  648

– – приведении двух параллельных
сил  72

– – разложении вектора  38
– – сближении точек  206
– – симметричных положительно
полуопределённых операторах  546

– об оси невырожденного винта  125
Линия визирования  203
– винтовая  198
– действия силы  23
– узлов  357

Манипулятор  210, 311
Масса  15
– приведённая  701, 721
– СМТ  461
– тела  48, 368, 495
– элементарного материального объ-
ёма  493

Математика прикладная  756
Матрица антисимметричная  29, 261
– единичная  248
– кинетических коэффициентов  690
– линейного оператора  244, 528
– масс  644
– направляющих косинусов  245
– – – при плоском движении  282
– оператора инерции АТТ  529
– – – материальной точки  529
– – – СМТ  529
– ортогональная  250
– собственная ортогональная  251
– симметричная  544
Маятник математический  436, 726,

767
Маховик  516
Место тела  265
Метод Дормана – Принса  426
– кинетостатики  652
– отрицательных весов  84
– параллельного сближения  204
– пошаговый  423
– разбиения  84

Метод связанных осей  228
– трёх точек  221
– Эйлера, явный  424
Методика нормализации уравнений
движения по Новожилову  773

– решения задач кинематики  289,
306

– – –   статики  107
– составления уравнений движения
точки  385

– – –  Лагранжа  692
Метр  758
Механизм тормозной  146
Механика  6, 9
– сплошной среды  6
– теоретическая  6
Мир событий  165, 226
Модуль момента силы  21
Момент АТТ, кинетический  527
– –, относительный кинетический

526
– винта  123, 276
– инерции АТТ, главный  553
– инерции АТТ, осевой  497, 530
– – –, центробежный  530
– – однородного тонкого стержня

499
– –, приведённый  701
– – СМТ, осевой  489, 530
– – –, центробежный  530
– количества движения материаль-
ной точки  477

– магнитный  500
– пары сил  93
– силы относительно оси  32
– – – полюса  20
– симметричного тела, собственный

565
– системы сил, главный  49
– СМТ, кинетический  479
– –, относительный кинетический

508
– –, собственный кинетический  509
– – относительно оси, кинетиче-
ский  481

– трения верчения  134
– – качения  134, 155
Моменты времени  165
– статические  462
Мощность пары сил  629
– силы  625, 626
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Мощность совокупности сил  628
– – –, возможная  630
Муфта  341

Нагрузка распределённая  86
– равномерно распределённая  87
Наклонение магнитное  501
Направление момента силы  22
– реакции связи  61
Натяжение нити  69
Невесомость  436
Независимость системы функций  621
– условий связей  593, 622
Непротиворечивость условий связей

593
Неравенства треугольника для мо-
ментов инерции  531

Нереализуемость равновесия, физи-
ческая  113

Нить  68, 110
Нормализация уравнений движения

770
Нуль-система  48
– элементарная  54
Ньютон  17
Ньютон-метр  23

Область возможности движения  725
– рабочая  314
Объём, элементарный материальный

493
Однородность времени  165
– пространства  164
Оператор инерции материальной точ-
ки  523

– – однородного тонкого диска  535,
542

– – – – кольца  534
– – СМТ  525
– – АТТ  526
– линейный  236
– –, антисимметричный  260
– –, единичный  248
– –, ортогональный  237
– –, положительно определённый

545
– – –, полуопределённый  544
– –, симметричный  544
– масс  644
– момента  21, 478
– ориентации АТТ  236

Оператор поворота АТТ  246
– присоединённый  262
– транспонированный  249
– угловой скорости АТТ  268
Операция элементарная  69
– – I типа  70
– – II типа  71
Опора катковая  110
Определение возможных перемеще-
ний по Остроградскому  612

– – – – Четаеву  614
Ориентация АТТ  237
Оси естественные  194
– инерции, главные  535, 552
– Кёнига  475
– связанные  227
– – подвижные  228
– центральные  464, 539
Основание  62
Осциллятор гармонический  381
Ось винта  125, 277
– вращения  296
– кинетического момента  566
– мгновенного вращения  274
– поворота  256
– системы сил, центральная  125
– собственного вращения гироскопа

563
Отнесение вектора к другой системе
отсчёта  227, 235

Отрезок контакта  157
– телесный  227

Падение, свободное  404, 407
Пара мгновенных вращений  354
– сил  92, 127
Параметр невырожденного винта

124, 277
Параметризация механической сис-
темы  607

Параметры ориентации АТТ  360,
562

Переменная, нормализованная  771
Переменные, канонические  733
–, разделяющиеся  410
– состояния  384
Перемещение АТТ  247
– возможное  60, 612, 614
– – неосвобождающее  60
– – освобождающее  61
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Перемещение изображающей точки,
элементарное  603

– элементарное  600
Период гармонических колебаний

381
– малых колебаний математического
маятника  442

– Шулера  449
П-теорема анализа размерностей  765
Плавучесть  390
Плечо пары сил  93
– силы  24
Плоскость движения  279
– Лапласа, неизменяемая  486
– нормальная  196
– пары сил  92
– соприкасающаяся  195
– спрямляющая  196
– телесная  227
Плотность  493
Площадка контакта  157
Поводок  64
– ненагруженный  64, 110
Погрешность пошагового метода  426
Подпятник  574
Подшипник радиальный  574
– упорный  574
Покой мгновенный  277
– относительный  432
Поле векторное  121, 708
– сил тяжести, однородное  78
– силовое  708, 717
– –, потенциальное  709, 717
– –, стационарное  708
– –, центральное  713
Ползун  311
– с шарниром  110
Положение точки  42
Полюс  19
Порядок точности пошагового метода

425
Постоянная, гравитационная  393
–, диэлектрическая  394
–, характерная  770
– энергии  725
Правило Жуковского  336, 346
– “минус – синус”  287
– треугольника  29
Представление алгебры векторов,
присоединённое  261

Представление винта, стандартное
124

– матрицы оператора поворота,
стандартное  258

– системы сил, стандартное  124
Преобразование моментов инерции
при параллельном переносе осей
540

– – – – повороте осей  537
Прецессия  568
– регулярная  568
Привод  312, 696
Принцип возможных перемещений

748
– – скоростей  750
– Даламбера  651
– – для АТТ  655
– Даламбера – Лагранжа  659
– двоякой трактовки  762
– материальных частиц Эйлера  494
– однородности  763
– освобождаемости от связей  375
– отвердевания  59
– относительности Галилея  431
– сложения и разложения сил  52
Принципы механики, вариационные

662
Проекция силы на ось  18
Произведение векторное  20
– – двойное  35
– винта и скаляра  122
– скалярное  16, 603
Производная вектора, локальная  334
– –, полная  334
– оператора  266
– –, мультипликативная  267
– функции по векторному аргументу

716
Пространство  15, 164
– винтов  122
– конфигурационное  606
– линейных операторов  261
– Минковского  165
– ориентированное  23
– положений  166, 602
Пространство-время  165
– неоклассическое  165
Противодействие  56, 372
Пружина линейная  382
Прямая векторная  256
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Прямая телесная  227
Путь  708
–, пройденный точкой  183

Работа даламберовых сил инерции,
возможная  666

– силы  625
– –, элементарная  624, 626
– совокупности сил, возможная  630
– – –, элементарная  628
Равновесие  44
– даламберово  651
– предельное  139
– СМТ  743
– точки  379
Равнодействующая  48, 129
Радиус инерции  533
– кривизны  188
– – винтовой линии  199
– – окружности  188
– – прямой  188
Радиус-вектор  19
– изображающей точки  602, 642
– относительный  202
– точки приложения силы  40
Размерность  757, 759
Рассогласования  312
Расстояние между точками неизме-
няемой системы  217

Реакции добавочные динамические
575

– статические  575
Реакция нормальная  134
– связи  57, 375, 636
Рефлексивность  47
Решение уравнения гармонических
колебаний, общее  383

Роботы  311
– манипуляционные  311
Ротатор  524
Рычаг  25

Самовоздействие  451
Сближение двух точек по экспоненте

205
Свойства возможных перемещений

617
– времени  165
– матрицы направляющих косинусов

251

Свойства момента силы  21
– моментов инерции  531
– пространства  164
– собственного кинетического мо-
мента  510

– центра масс  462
Свойство аддитивности интеграла

527
– – потенциальных полей  718
– допустимой конфигурации АТТ,
основное  221

– симметрии кинетических коэффи-
циентов  687

– стационарного потенциального
поля, основное  710, 718

– центра масс, основное  464
– – параллельных сил, основное  76
Связь  57, 591
– внешняя  107
– внутренняя  107
– геометрическая  211, 594
– голономная  594
– двусторонняя  61, 211, 594
– жёсткая  212, 640
– идеальная  635
– кинематическая  211, 594
– нестационарная  594
– неудерживающая  61, 594
– односторонняя  61, 594
– стационарная  594
– удерживающая  61, 594
Секунда  758
Сигналы управления  313
Сила  15
– архимедова  390
– аэргическая  401
– вязкого трения  400
– гравитационная  391
– инерции, даламберова  651, 655
– –, – обобщённая  666
– –, кориолисова  430
– –, переносная  430
– квадратичного сопротивления  398
– линейного сопротивления  399
– Лоренца  402
– ньютонова  15
– обобщённая  632
– –, потенциальная  728
– подъёмная  402
– постоянного направления  459
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Сила потенциальная  709
– реактивная  469
– сухого трения  400
– сцепления  639
– трансверсальная  396
– трения скольжения  134
– тяжести  79, 80, 389
– упругая, линейная  382, 395
– упругая, нелинейная  396
– электростатическая  394
Силы активные  57, 375
– внешние  107, 450
– внутренние  107, 450
– гироскопические  725
– позиционные  388
– постоянные  388
– распределённые  86
– скоростные  388
– сопротивления среды  388, 409
– трения  388
– центральные  388, 485
Симметричность  47
Симметрия внешних сил, осевая  484
– – –, центральная  485
– динамическая, осевая  556
– –, шаровая  556
– материальная  532
Синус гиперболический  411
Система дифференциальных уравне-
ний  207

– инерциальной навигации  435
– координат, неподвижная  45
– –, правая  27
– –, связанная  227
– –, – подвижная  228, 231
– материальных точек (СМТ)  200,

450
– – –, изменяемая  503
– – –, неизменяемая  213
– – –, несвободная  593
– – –, свободная  593
– механическая  44
– –, консервативная  726
– –, неизменяемая  213
– МКС  758
– отсчёта (СО)  44, 226
– –, инерциальная  369
– –, кёнигова  475
– –, невращающаяся  473
– –, подвижная  333

Система отсчёта, увлекаемая  564
– –, условно неподвижная (у.н.СО)

45
– –, связанная  226
– параллельных сил  46
– СИ  758
– сил  46
– –, плоская  46
– –, сходящаяся  46
– –, уравновешенная  48
Системы сил эквивалентные  47
Скамейка Жуковского  503
Скольжение  134
Скорость  170
– абсолютная  339
– алгебраическая  181
– –, средняя  181
– возможная  630
– изображающей точки  603, 642
– мгновенная  170
– обобщённая  610
– –, возможная  631
– относительная  339
– относительно точки  203
– падения, предельная  412
– переносная  340
– первая космическая  449
– потока  398
– средняя  170
– угловая  268, 270
– – при плоском движении  284
Следствие о главном вириале систе-
мы параллельных сил  77

– – переносе силы вдоль линии дей-
ствия  54

Сложение мгновенных вращений
354, 356

– – движений  352
– скоростей  340
– угловых скоростей  350
Смазка  137
Соотношение определяющее  376
Соотношения для координат телес-
ных точек при плоском движении
282, 319

– – проекций скоростей телесных
точек при плоском движении  287

– – – ускорений телесных точек
при плоском движении  328

Сопротивление квадратичное  398
– линейное  399
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Составляющая вектора, параллельная
38

– –, ортогональная  38
– реакции, касательная  134
– –, нормальная  134
Состояние СМТ  642
Спин  511
Сплюснутость земного эллипсоида

447
Способ задания движения СМТ, век-
торный  201

– – – –, координатный  202
– – – –, прямой  201
– – – тела, векторный  266
– – – –, прямой  265
– – – точки, векторный  167
– – – –, естественный  169
– – – –, координатный  167
– – – –, прямой  166
Способы вычисления момента силы

32, 33, 35
Среда твёрдая, геометрическая  225
Станция орбитальная  516
Статика  14
Стержень направляющий  341
Столбец компонент вектора  29, 281
Сумма винтов  122
Сутки звёздные  445
– солнечные  445
Сфера Ишлинского  442
Схват  311
Сцепляемость  140

Тангенс гиперболический  411
Тело абсолютно твёрдое (АТТ)  43,

213
– материальное  15, 42
– однородное  81, 496
– отсчётное  333
– переменной массы  467
– свободное  53, 58
Тензор  523
– инерции материальной точки  523
Теорема Вариньона  130
– Грасгофа о проекциях скоростей

214
– Гюйгенса – Штейнера  543
– Кёнига  670
– Кориолиса  345

Теорема о взаимно однозначном со-
ответствии между векторами и ан-
тисимметричными операторами
262

– – движении центра масс СМТ 464
– – – – – – по отношению к не-
инерциальной СО  472

– – мгновенном центре скоростей
300

– – – – ускорений  330
– – мощности системы сил, дейст-
вующих на АТТ  628

– – положительной определённости
матрицы кинетических коэффици-
ентов  690

– – приведении системы сил к двум
силам  88

– – – – – – силе и паре  95
– – свойствах внутренних сил  452
– – скоростях коллинеарных точек

219
– – сложении скоростей  340
– – – угловых скоростей  350
– – собственных значениях опера-
тора поворота  254

– – стандартном представлении не-
вырожденного винта  127

– – центре параллельных сил  75
– – шести определяющих парамет-
рах для свободного АТТ  231

– об антисимметричности оператора
угловой скорости  269

– – изменении главного момента
системы сил при смене полюса  49

– – – кинетического момента СМТ
относительно неподвижной точки
482, 483

– – – кинетической энергии СМТ
677, 679

– – – количества движения СМТ
456, 457

– – – полной механической энер-
гии СМТ  722

– – – собственного кинетического
момента СМТ  513

– – определяющих соотношениях
для реакций идеальных связей  646

– – уравнениях Лагранжа, записан-
ных через функцию Лагранжа  729

– – условиях равновесия АТТ  96
– статики, основная  96
– Эйлера  273
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Тождества Лагранжа  680
Тождество Якоби  37
Тормоз колодочный  147
Точка, движущаяся вместе с АТТ  224
– действия силы  626
–, жёстко связанная с АТТ  224
– изображающая  602
– материальная  43, 368
– переменной массы  467
– приложения силы  18, 19, 370, 626
– свободная  369
– телесная  227
Траектория точки  167
Трактовка оператора поворота, гео-
метрическая  259

Транзитивность  47
Трансверсаль  396
Транспонирование  250
Требования к параметризации  608
Трение верчения  135
– вязкое  137
– жидкостное  137
– качения  135
– кулоново  638
– скольжения  134
– сухое  137, 400
– ювенильное  140
Треугольник основной  29
Трибология  138
Трибометр  141
Тройка векторов, правая  22

Углы конечного вращения  231
– самолётные  233
– Эйлера  358
Угол в угле  110
– естественного откоса  146
– кинематический  285
– крена  233
– нутации  357
– поворота  257, 281
– прецессии  358
– рыскания  233
– собственного вращения  358
– тангажа  233
– трения  143
– упреждения  203
Удлинение пружины  382
Узел  760

Уравнение вращения неизменяемой
СМТ  490

– гармонических колебаний  381
– движения математического маят-
ника, дифференциальное  438

– – свободной материальной точки,
дифференциальное  377

– – стрелки магнитного компаса,
дифференциальное  502

– динамики, общее  659
– – в обобщённых координатах, об-
щее  666

– – свободной материальной точки
370

– – точки в неинерциальной СО
430

– Мещерского  468
– относительного равновесия  433
– статики, общее  748
– характеристическое  253, 555
– Эйлера динамики АТТ с непод-
вижной точкой  560

Уравнения Гамильтона  735
– –, канонические  737
– даламберова равновесия АТТ  655
– – – в обобщённых координатах

667
– – – СМТ  651
– движения материальной точки в
проекциях на декартовы оси  377

– – – –, естественные  378
– – СМТ  453, 641
– – схвата  211
– динамики АТТ с неподвижной
осью вращения  573

– – математического маятника  439
– для добавочных динамических ре-
акций  576

– – статических реакций  575
– Журавлёва  565
– кинематические  364, 562
– Лагранжа 2-го рода  684, 689, 729
– – для систем с потенциальными
силами  730

– линии действия, канонические  41
– – – , параметрические  41
– нормализованные  771
– Ньютона  642
– Ньютона – Эйлера  590
– оси винта, канонические  126
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Уравнения плоского движения АТТ,
динамические  520

– равновесия в обобщённых коорди-
натах  752

– равновесия плоской системы сил
100

– – – – –, вторая форма  101
– – – – –, третья форма  101
– – пространственной системы сил

97, 98
– – системы параллельных сил  100
– – СМТ  650
– – сходящейся системы сил  99
– сближения по экспоненте  206
– траектории  168
– трёх угловых скоростей  299
– Эйлера, кинематические  364
– Эйлера, динамические  561
Усилие окружное  705
Ускорение  185
– абсолютное  339
– вращательное  325
– гравитации  444
– кажущееся  434
– касательное  189
– –, алгебраическое  190
– кориолисово  345
– нормальное  189
– осестремительное  325
– относительно точки  325
– относительное  344
– переносное  345
– полное  189
– свободного падения  389, 446
– – –, стандартное  390, 447
– угловое  324
Условие жёсткой связи  212
– идеальности связи  637
– приведения системы сил к равно-
действующей  130

– эквивалентности двух пар сил  105
Условия динамической балансировки

577
– линейности  236
–, налагаемые связями на компонен-
ты возможных перемещений  614

–, – – – – действительных пере-
мещений  601

–, – – – скорости  604
–, – – – ускорения  604

Условия применимости модели ма-
териальной точки  465

– равновесия рычага  26
– – АТТ при наличии трения
скольжения  135, 136

– связей  211, 593
– сохранения полной механической
энергии  724

Устройство приводное  312

Фигура плоская  279
Форма Коши, нормальная  384
Формула Бура  336
– геометрии движения, основная

238
– для двойного векторного произве-
дения  36

– Кёнига для кинетического момен-
та  512

– – – кинетической энергии  673
– Клеро для дифференциала линей-
ной координаты  181

– Коши для осевых моментов инер-
ции  548

– Кулона  140
– преобразования кинетического мо-
мента СМТ при смене полюса  481

– Пуансо  50
– размерности  761
– Ривальса  325, 327
– Родрига  260
– Циолковского  470
– Эйлера в векторной записи  271
– – – операторной записи  269
Формулы, кинематические расчётные

314
Функция Гамильтона  734
– Лагранжа  729
– передаточная  611, 631, 634
– силовая  709
Функции гиперболические  411

Центр кривизны  196
– масс СМТ  461
– – тела  497
– параллельных сил  76
– приведения  95
– скоростей, мгновенный (МЦС)

299
– тора  225
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Центр тяжести  81
– ускорений, мгновенный (МЦУ)

329

Четырёхзвенник шарнирный  292
Число степеней свободы  617

Шаг винта  278
Шарнир  110
– вращательный  25
– сферический  62
– цилиндрический  113

Эквивалентность  46
Элементы приведения винта  123,

276
Эллипсограф  752
Эллипсоид вращения  556
– инерции  551
Эллипсоид инерции, центральный

551
– трёхосный  555
Энергия АТТ, кинетическая  673
– внутренняя  723
– движения СМТ относительно по-
люса, кинетическая  669

Энергия кинетическая, стандартная
форма записи  700

– материального тела, кинетическая
671

– материальной точки, кинетическая
667

– – –, потенциальная  709
– однородного поля сил тяжести, по-
тенциальная  712

– системы твёрдых тел, кинетическая
675

– СМТ, внешняя потенциальная  719
– –, внутренняя потенциальная  719
– –, кинетическая  667
– –, полная механическая  721
– –, потенциальная  717
– –, собственная кинетическая  670
Эпюра  87

     Сокращения:
АТТ – абсолютно твёрдое тело
МЦС – мгновенный центр скоростей
МЦУ – мгновенный центр ускорений
СМТ – система материальных точек
СО – система отсчёта
у.н.СО – условно неподвижная СО
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