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Стойка и консоль плоской статически определимой фермы имеют простую раскосную решетку. Одна 

опора неподвижная, другая – подвижная. Расчет прогиба конца консоли по формуле Максвелла – Мора в ана-
литической форме произведен для нагрузки, распределенной по нижнему поясу консоли, и сосредоточенной. 
Решения для ферм с различным числом панелей в консоли и стойке методом двойной индукции обобщен на 
произвольное число панелей. Выполнен асимптотический анализ решения. Для получения усилий в символь-
ной форме и решения рекуррентных уравнений, которым удовлетворяют коэффициенты искомых формул, при-
менен аппарат символьных преобразований системы Maple. В решение входят семь геометрических параметров 
конструкции, модуль упругости стержней одинакового сечения и нагрузка. 
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Введение 
 

Ферменные конструкции имеют широкое применение в строительстве. Простота кон-
струкции, удобство монтажа и транспортировки элементов конструкции, отлаженные мето-
ды расчета выгодно отличают фермы от других видов конструкций. Особенно это проявля-
ется в металлических фермах. Для расчета прочности и деформативности ферм чаще всего 
используют компьютерные программы, основанные на методе конечных элементов. Некото-
рые простые статически определимые системы допускают и расчет базовыми методами ме-
ханики без применения вычислительной техники, например, методом вырезания узлов. Это 
касается задач, в которых идет расчет конкретных конструкций с заданными нагрузками. 
Отдельной задачей строительной механики в области аналитических расчетов является зада-
ча определения эксплуатационных характеристик ферм с произвольным числом панелей. Как 
правило, это касается регулярных систем [1]. Большая часть известных решений получено 
методом индукции [2-4]. Так были найдены формулы для прогиба регулярных арочных ферм 
[4-17], плоских  решетчатых ферм [18-26] и пространственных стержневых систем [27-31]. 
Этим же методом выводится формула для Г- образного кронштейна с семью независимыми 
геометрическими параметрами.  Ранее формулы для Г- образного кронштейна с различными 
видами решеток были получены в [32-34]. Точное решение для больших деформаций кон-
сольной балки при точечной нагрузке на свободном конце с использованием метода вариа-
ционных итераций получено в [35,36]. Получены формулы для углов поворота, а также гори-
зонтальные и вертикальные перемещения консольной балки. Конечные деформации кон-
сольных балок изучены в [37-40]. 
__________________ 
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Схема фермы и расчет усилий 
Стойка фермы имеет раскосную решетку из m панелей по высоте общей высотой 

mh+c. Консоль длиной nb загружается либо на конце вертикально силой  P, либо равномерно 
распределенной по узлам нагрузкой (рис. 1). Расчет усилий в аналитической форме произво-
дится по программе [2], составленной на языке символьной математики Maple.  

 

  
Рис. 1. Консольная стойка, равномерная нагрузка, n=4, m=6 

 
 
В программу вводятся данные о ферме с параметрически заданными размерами и чис-

лом панелей. Координаты узлов задаются в системе координат с началом в левой (подвиж-
ной) опоре. Приведем соответствующий фрагмент программы 

 
> H:=m*h-h+c: 
> for i to m do 
  x[i]:=0:    x[i+m+1]:=a: 
  y[i]:=h*i-h;y[i+m+1]:=h*i-h;  
 end; > x[m+1]:=0: y[m+1]:=H: x[2*m+2]:=a: y[2*m+2]:=H: 
> for i to n do   
    x[i+2*m+2]:=i*b+a;   y[i+2*m+2]:=H-c;   
    x[i+2*m+n+2]:=i*b+a; y[i+2*m+n+2]:=H;   
 end:  

Структура решетки задается так же, как плоский граф, по номерам концов стержней. 
Для этого вводятся специальные упорядоченные списки (векторы)  N  для каждого стержня, 
включая три опорные. Для стержней стойки, например, эта часть программы имеет вид 
> for i to m do 
>  N[i]:=[i,i+1]; N[i+m]:=[i+m+1,i+m+2]; 
> od: 
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По данным решетки и координатам узлов составляется матрица системы уравнений 
равновесия  узлов фермы. Решение системы дает формулы для усилий, необходимых для 
расчета прогиба по формуле Максвелла – Мора 
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где K=4(m+n+1) — число стержней, включая три стержня, моделирующие в расчете опоры, 
EF — продольная жесткость стержней, jS –  усилия в стержнях фермы при действии внеш-
ней нагрузки,   js  – усилия от единичной силы, приложенной к концу консоли, jl  – длина 
стержня j.  В сумму не входят три опорных стержня, принятые жесткими. Распределение 
усилий в стержнях фермы, отнесенное к величине силы P при равномерном загружении 
нижнего пояса, показано на рис. 2. Синим цветом выделены сжатые стержни, красным - рас-
тянутые. Толщина отрезков условно пропорциональна модулям усилий. Значения относи-
тельных усилий округлены до двух значащих цифр. Наибольшие усилия при таких размерах 
оказались не в консоли, а в стойке. 
 

  
Рис. 2. Распределение усилий, m=4, n=5, a = 2 м, b = 1 м, с = 3 м, h = 6 м  

Прогиб 
 Расчет прогиба в серии ферм с последовательно увеличивающимся числом панелей  

дает следующую формулу для прогиба конца консоли при действии как сосредоточенной, 
так и распределенной нагрузки: 
 

2 2 2 3 2 2 2 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 2
( )( , ) P C b c h C b c C hc ba C a c h C a c C a b C b a C a f C b dn m EFc a

         , 
 где 2 2d a c  , 2 2f b c  . 
 Метод двухуровневой индукции сначала по n, а затем по m дает следующие общие 
члены в случае сосредоточенной нагрузки: 2

1 2( 1)C m n  , 2
2C n , 3 2( 1)C m n  , 4 1C m  , 

5C n , 3
6 (2 ) / 3C n n  , 2

7C n , 8C n , 2
9C n .  
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Для получения этих выражений потребовалось составить, а потом решить однородные ре-
куррентные уравнения степени не выше четвертой. При этом задействованы операторы  
rgf_findrecur и rsolve из пакета  genfunc системы Maple. Некоторые коэффициенты оказа-
лись независимыми от числа m вертикальных панелей,  а коэффициент 4 1C m   не зависит 
от числа панелей в консоли. Для проверки индукцию можно выполнить в обратном порядке 
— сначала по m, потом по n. 
 Графики полученного решения позволяют проанализировать некоторые его особенно-
сти. Построим графики зависимости относительного (безразмерного) прогиба 

0' / ( )EF P L   , где 0 /P P n   от числа панелей n при разных высотах с и длине консоли 
L=bn=5 м (рис. 3).  В такой постановке с увеличением n уменьшается длина панели в консо-
ли, а прогиб сначала уменьшается. При значительных n начнет расти, что становится ясно из 
положительной линейной асимптотики lim '/ 2 /n n c L  . 

 

 
Рис. 3. Зависимость прогиба от числа панелей n при разных с, L=5 м. 

 1– c=1 м; 2– c=2 м; 3– c=3 м, m = 5, h = 2 м, a = 2 м   
 В этой же постановке зависимость прогиба от длины консоли представлена кривыми 
на рис. 4. 

 

 
Рис. 4.Зависимость прогиба от пролетов L при разных высотах h, n=4. 

1—h=1 м; 2—h=2 м; 3—h=3 м, m = 5, с = 2 м, a = 2 м 
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  Здесь наблюдается явно выраженный минимум прогиба, дающий возможность оптими-
зировать конструкцию по жесткости подбором ее размеров и числа панелей. На рис. 5 графики 
прогиба строятся в зависимости от высоты консоли c.  Это один из важнейших параметров 
конструкции, определяющий ее жесткость. Интересно отметить эффект самопересечения 
кривых, означающий в данном случае, что при с = 4,5 м прогиб конструкции на конце консо-
ли при L=2м и L=3 м одинаковый. 
 

  
Рис. 5. Зависимость прогиба от с при разных пролетах L, a=2 м. 

1— L=1 м; 2— L=2 м; 3— L=3 м, m = 5, h = 2 м, n = 4  
 Асимптотика решения по числу панелей в стойке m линейная: 

2 2lim '/ (2 2 / ( )m m h L a aL naL   . 
Заключение 

 Сравнивая полученное решение с аналогичными точными формулами для прогиба ба-
лочных ферм [20-21], замечаем, что за счет необычно большого числа параметров расчетная 
формула здесь существенно более сложная и содержит девять коэффициентов, которые надо 
определять индукцией. Обычно [13-19] таких коэффициентов не более четырех. С другой 
стороны, двойная индукция в этой задаче затронула лишь часть коэффициентов, что суще-
ственно ускорило расчеты. Полученное решение может служить как некий тест для оценки 
численного решения этой конструкции, а большое число независимых параметров, входящих 
в формулу, позволяет использовать ее для широкого класса задач.  
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The rack and cantilever of a flat statically defined truss have a simple diagonal grid. One support is fixed, the 
other is movable. The deflection of the cantilever end is calculated using the Maxwell – Mohr formula in analytical 
form for the load distributed over the lower belt of the cantilever and concentrated one. Solutions for trusses with a dif-
ferent number of panels in the cantilever and rack by double induction generalized to an arbitrary number of panels. An 
asymptotic analysis of the solution is performed. To obtain forces in symbolic form and solve recurrent equations that 
satisfy the coefficients of the desired formulas, the apparatus of symbolic transformations of the Maple system is used. 
The solution includes seven geometric parameters of the structure, the elastic modulus of the rods and the load. 
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