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Статически определимая балочная ферма с восходящими раскосами и параллельными поясами усилена 
дополнительными раскосами. На половине верхнего пояса ферма нагружена равномерно распределенными по 
узлам силами. Прогиб фермы рассчитывается по формуле Максвелла-Мора. Усилия в стержнях в аналитиче-
ском виде находятся методом вырезания узлов по программе символьных преобразований Maple. По данным 
решения серии задач с различным последовательно увеличивающимся числом панелей получается последова-
тельность коэффициентов искомой формулы. Общий член последовательности коэффициентов определяется с 
помощью решения линейного однородного рекуррентного уравнения.   
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Фермы обычно рассчитываются на деформации, прочность и устойчивость, как пра-

вило, в специализированных компьютерных программах, основанных на методе конечных 
элементов или других численных методах. Эти программы могут рассчитывать сложные 
конструкции,  статически неопределимые и пространственные. Аналитические же расчеты, 
несмотря на распространение систем символьных преобразований (Reduce, Maple, Maxima, 
Derive и др.), встречаются значительно реже, особенно те, которые дают решение в виде 
компактной формулы. В [1] приведены аналитические решения для прогиба плоских ферм 
под действием распределенной и сосредоточенной симметричной нагрузки. В настоящей ра-
боте ставится задача рассчитать шпренгельную ферму на несимметричную нагрузку. Из-
вестно, что такая нагрузка может быть более опасной для конструкции, чем эквивалентная ей 
симметричная. 

Рассмотрим ферму с усиленными восходящими раскосами (рис. 1), равномерно за-
груженную по половине верхнего пояса. В каждую панель фермы добавлены две дополни-
тельные вертикальные стойки и два раскоса. В ферме с n панелями в половине пролета со-
держится N=24n+4 стержня вместе с  тремя стержнями, моделирующими опоры. Расчет уси-
лий произведем по программе [1] методом вырезания узлов. 

 

  
Рис. 1. Ферма под действием равномерной нагрузки, n=3 __________________ 
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Эта программа использовалась в расчетах ряда арочных [2-13] и ферм пространствен-
ного типа [14-23]. Статически определимые решетчатые фермы рассчитывались в аналитиче-
ской форме в [24-29]. Решение для деформации плоской фермы башенного типа получено в 
[30]. Выражения для прогиба шпренгельных ферм методом индукции найдены в работах [31-
34].  Фермы, допускающие при определенном числе панелей кинематическую изменяемость, 
рассмотрены в [35-37]. 

Все шарниры и стержни нумеруются (рис. 2). Сначала нумеруются стержни поясов 
(слева направо), затем стержни решетки.  В программу вводятся координаты узлов. Приве-
дем фрагмент программы, написанной на языке системы Maple: 

 
>for i to 2*n+1 do x[i]:=3*a*(i-1): y[i]:=0: end: 
>for i to n do   
>   x[i+2*n+1]:=3*i*a-2*a:      y[i+2*n+1]:=h: 
>   x[i+3*n+1]:=3*i*a+3*a*n-a:  y[i+3*n+1]:=h: 
>   x[i+4*n+1]:=3*i*a-a:        y[i+4*n+1]:=2*h: 
>   x[i+5*n+1]:=3*i*a+3*a*n-2*a:y[i+5*n+1]:=2*h: 
> end: 
>for i to 6*n+1 do  x[i+6*n+1]:=i*a-a:y[i+6*n+1]:=3*h: end: 
 

В результате расчетов получено выражение для прогиба фермы, не зависящее по 
форме от числа панелей: 

3 3 3 2( ) / (2 ),EP Aa Bc Ch h     
где 2 2c a h  —  длина короткого раскоса. Все три коэффициента, зависящие от числа па-
нелей, найдены с помощью метода индукции. 

 

 Рис. 2. Нумерация узлов и стержней, n=1  
Оператор rgf_findrecur из специализированного пакета genfunc по данным расчета десяти 
ферм дает линейные однородные рекуррентные  уравнения порядков 5 и 3: 

1 2 3 4 55 10 10 5n n n n n nA A A A A A         ; 
1 2 33 3n n n nB B B B     ; 
1 2 33 3n n n nC C C C     . 

С помощью оператора rsolve находим решения этих уравнений в виде полиномов четвертого 
и второго порядка по числу панелей: 

4 3 2(15 4 7 2 ) / 4A n n n n    , 2(9 3 ) / 2B n n  , 2(9 9 8) / 2C n n   . 
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Найденную аналитическую зависимость прогиба от числа панелей и размеров фермы 
можно использовать как оценочную при эскизном расчете фермы или для тестирования чис-
ленных методов. 
 На рис. 3 приведены графики полученной зависимости безразмерного прогиба

' / ( )sEF P L   , (3 1)sP P n   от числа панелей при длине пролета L=100 м.  
 

Рис. 3. Зависимость прогиба от числа панелей, 
 высота h в метрах 

 
Длина панели a зависит от пролета: 
a=L/(6n). При малых n (начало графика) 
прогиб падает, затем очень медленно 
растет, стремясь к наклонной асимптоте. 
Тангенс угла наклона асимптоты можно 
найти с помощью вычисления предела 
lim '/ 3 / (2 ).n n h L   В системе Maple эта операция выглядит 
так: limit(Del/n, n=infinity). 

Экстремальная (минимум) точка 
находится вблизи значений n=4...8. 
Найти точное решение задачи о мини-

муме прогиба в системе Maple не удается.  
Средствами Maple можно построить картину распределения усилий в стержнях фер-

мы. На рис. 4 синим цветом выделены сжатые стержни, красным — растянутые. Цифрами 
указаны усилия в стержнях, отнесенные к силе P. Расчеты произведены при a=4 м, h = 3 м. 

 

 Рис. 4. Распределение усилий в стержнях, n=2 
 
Аналитические обзоры некоторых простых решений для плоских ферм, полученные 

аналогичным методом в системе символьной математики Maple [38,39] с помощью метода 
индукции, содержатся в работе [40]. 
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Statically determinate girder with upward braces and parallel belts reinforced with additional 

braces. On the half of the upper belt, the truss is loaded with forces evenly distributed over the 
nodes. The deflection of the truss is calculated by the Maxwell-Mohr formula. The forces in the 
rods in the analytical form are the method of cutting nodes according to the program of symbolic 
transformations Maple. According to the solution of a series of problems with different successively 
increasing number of panels, a sequence of coefficients of the desired formula is obtained. The 
General term of the coefficients sequence is determined by solving a linear homogeneous recurrent 
equation. 

 Keywords: truss, deflection, induction, Maple  
  


