
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ, ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ И КОМПЛЕКСЫ ПРОГРАММ122

Вестник МЭИ. № 4. 2021                   ИНФОРМАТИКА, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И УПРАВЛЕНИЕ

УДК 624.31,004.942
DOI: 10.24160/1993-6982-2021-4-122-128

Аналитические оценки деформаций и собственных частот опор линий 
электропередач
М.Н. Кирсанов, О.В. Воробьев 
Цель исследования — вывод аналитических зависимостей оценок нижней частоты колебаний плоских моделей ферм опор линий 
электропередач. 
Усилия в стержнях статически определимых конструкций установлены методом вырезания узлов в программе, составленной на 
языке символьной математики Maple. Для поиска деформаций использована формула Максвелла–Мора в предположении, что все 
стержни упругие, а опоры моделируются жесткими стержнями. Принято, что шарниры — идеальные, а масса конструкции в виде 
точечных грузов распределена по узлам фермы, перемещения грузов рассматриваются лишь горизонтальные. По сравнению с ана-
логичными постановками задач с аналитическими формами решения в настоящей работе учтены массы во всех узлах конструкции. 
Для двухсторонней оценки первой частоты взяты методы Донкерлея и Рэлея. Коэффициенты формул в решениях, полученных для 
ферм с различным числом панелей, образуют последовательности, общие члены которых из решения линейных рекуррентных урав-
нений дают итоговую формулу зависимости частоты от числа панелей. 
Результатом работы стали выведенные формулы для прогиба и оценки основной частоты собственных колебаний фермы в зависимо-
сти от числа панелей и размеров конструкции. Область применения — инженерные расчеты опор линий электропередач. 
Формулы для прогиба и частот исследуемых ферм имеют достаточно простой и удобный для применения вид (в частности, для 
оценки точности численных решений). Частота, полученная по методу Рэлея, значительно ближе к первой собственной частоте, чем 
по методу Донкерлея.
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Analytical Assessments of Deformations and Natural Frequencies  
of Transmission Line Supports
M.N. Kirsanov, O.V. Vorob′yev
The purpose of the study is to derive analytical expressions for estimating the lower vibration frequency of the power line support truss flat 
models. The forces in the bars of statically determinate structures are determined by the method of cutting out nodes in a program written 
in the Maple symbolic mathematics language. To find deformations, the Maxwell-Mohr's formula is used under the assumption that all 
rods are elastic, and that the supports are modeled by rigid rods. It is supposed that the hinges are ideal, and the mass of the structure in the 
form of point loads is distributed over the truss nodes, and only horizontal load displacements are considered. In comparison with similar 
problem statements with analytical forms of solution, the present study takes into account the masses at all nodes of the structure. For 
two-sided estimation of the fundamental frequency, the methods of Dunkerley and Rayleigh are used. The coefficients of the formulas in 
the solutions obtained for trusses with different numbers of panels form sequences, the common terms of which from the solution of linear 
recurrent equations give the final formula for the frequency dependence on the number of panels. As a result of the study, formulas for 
deflection and estimation of the fundamental frequency of truss natural vibration depending on the number of panels and dimensions of the 
structure have been derived. The obtained formulas can be used in carrying out engineering analyses of power transmission line supports. 
The formulas for the deflection and frequencies of the studied trusses have a form simple and convenient for use (in particular, for assessing 
the accuracy of numerical solutions). The frequency obtained by the Rayleigh method is much closer to the fundamental natural frequency 
than its value estimated using the Dunkerley method.
Key words: power transmission line support, number of panels, lower frequency estimate, Dunkerley method, Rayleigh method.
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Состояние вопроса

Замена пространственных ферм плоскими моде-
лями широко практикуется в инженерных расчетах 
[1 — 7]. Разложением нагрузок (в том числе инерци-
онных) по плоскостям пространственной схемы трех-
мерную задачу можно свести к нескольким задачам о 
деформациях и напряженном состоянии плоских ферм.  
На практике для расчетов ферм, как правило, при-
меняют численные методы, основанные на методе 

конечных элементов [8 — 11]. Также хорошим под-
спорьем являются аналитические оценки, получен-
ные для упрощенных моделей реальной конструкции. 
Большая часть существующих аналитических реше-
ний для ферм относится к регулярным структурам. Ве-
роятно, первым на этом направлении был профессор  
В.А. Игнатьев [12]. Проблемы существования и рас-
чета статически определимых регулярных стержневых 
конструкций, используемых не только в строительстве, 
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машиностроении, авиации и космонавтике, но и при 
проектировании структур композитных и нанокомпо-
зитных материалов с заданными свойствами, рассмот-
рены в [13 — 16]. Схемы статически определимых 
плоских регулярных ферм, включая внешне статиче-
ски неопределимых, и формулы для расчета их дефор-
маций и усилий в критических по отношению к выпу-
чиванию и потере прочности стержнях в зависимости 
от числа панелей содержатся в [17, 18].

Постановка задачи

Методом индукции с использованием системы сим-
вольной математики Maple выведены нижняя и верх-
няя аналитические оценки первой частоты колебаний 
плоской модели опоры линий электропередач с произ-
вольным числом панелей (рис. 1). Аналогичные фор-
мулы для плоских балочных и арочных ферм получены 
в [19 — 23]. 

Предполагается, что масса плоской статически 
определимой фермы с n панелями с крестообразной 
решеткой сосредоточена по ее узлам. Ферма имеет 
две неподвижные опоры, все шарниры идеальные, 
стержни испытывают только сжимающие или растяги-
вающие усилия. Всего в ферме K = 4n + 6 стержней, 
включая четыре стержня, моделирующих неподвиж-
ные шарнирные опоры. Они предполагаются недефор-
мируемыми. В задаче определения частот рассматри-
ваются горизонтальные смещения масс. 

Методы решения 

Расчет усилий. Данные о геометрии фермы заданы 
в программе координатами ее узлов. Узлы (шарниры) 
пронумерованы (см. рис. 1). Начало координат разме-
щено в левой опоре. На языке Maple [21] ввод коорди-
нат имеет вид:

> for i to n+1 do
> y[i]:= h*i – h:       x[i]:= a:
> y[i+n+1]:= y[i]:    x[i+n+1]:=0:
> od:
> x[K–4]:= a/2:        y[K–4]:= n*h+h/2:

Порядок соединения стержней в узлах фермы опре-
делен специальными упорядоченными списками N[i],  
i = 1, ..., K, содержащими номера узлов на концах соот-
ветствующих стержней:

> for j to n do 
>   N[j]:= [j, j+1];                 N [j+n]:= [j+n+1, j+2+n];   
>   N[j+2*n]:= [j, j+2+n];    N[j+3*n]:=[j+n+1,j+1];
> od:
>N[4*n+1]:=[n+1,2*n+3]:   N[4*n+2]:=[2*n+2,2*n+3]:

Усилия в стержнях находятся вместе с реакциями 
опор из решения общей системы уравнений равнове-
сия узлов. Уравнения составляются и решаются в мат-
ричном виде. Матрица системы состоит из направля-
ющих косинусов усилий в стержнях, вычисленных по 

данным о структуре и координатам узлов. Для вывода 
искомых формул усилия получают в символьном виде.

Уравнение частот. Запишем уравнения движения 
системы точечных масс в матричной форме:

0,N N� �M Y D Y��                         (1)

где Y = [y1, y2, ..., yN]т — вектор горизонтальных пере-
мещений масс 1, ..., N; N = 2n + 1 — число степеней 
свободы; MN — инерционная матрица размером N×N;  
DN — матрица жесткости; Y

..
 — вектор ускорений. 

Поскольку массы приняты одинаковыми, матрица 
инерции имеет диагональный вид: MN = mIN. Матри-
ца податливости BN , обратная матрице жесткости DN,  
определяется по формуле Максвелла–Мора:
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где Sα
(i) — усилие в стержне α от действия единичной 

горизонтальной силы, приложенной к узлу i; lα — дли-
на стержня α; EF — жесткость стержней. 

В сумму не вошли четыре недеформируемые опор-
ные стержня. 

Умножение уравнения (1) слева на матрицу подат-
ливости BN  дает уравнение:

mBN INY
..
 + Y = 0.                           (2)

Представим форму колебаний в стандартном для та-
ких задач виде yk = uksin(ωt + φ0), где ω — собственная 
частота колебаний, и получим соотношение Y

..
 = –ω2Y. 

Рис. 1. Ферма, нумерация узлов n = 5
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Отсюда из (2) имеем: BNY = λY. 
Выразим частоту колебаний через собственные 

числа матрицы BN: λ = 1/(mω2). 
Таким образом, задача сводится к проблеме соб-

ственных чисел матрицы податливости, состоящей из 
направляющих косинусов усилий в стержнях. В си-
стеме Maple собственные числа матрицы дает специ-
альный оператор Eigenvalues из пакета LinearAlgebra. 
Частоты колебаний выражаются через собственные 
числа матрицы 1/ ( )m� � � . Наименьшей будет пер-
вая частота, нижнее значение которой следует найти и 
получить аналитическую двухстороннюю оценку. 

Оценка снизу. Метод Донкерлея. По формуле 
Донкерлея нижняя оценка главной частоты колебаний 
имеет вид:

2 2

1

,
N

D i
i

� �

�
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где ωi — частота колебания груза массой m, располо-
женного в узле i верхнего пояса. 

Уравнение колебаний (1) одной массы имеет вид: 

0,i i imy d y� ���

где yi , y
..

i — вертикальное смещение и ускорение массы; 
di — коэффициент жесткости (i — номер массы), нахо-
дящийся на главной диагонали матрицы BN. 

Частота собственных колебаний отдельной массы 
равна .i id m� �  Коэффициент жесткости имеет вид:
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Здесь Sα
(i) — усилия в стержне с номером α от действия 

единичной вертикальной силы, приложенной к узлу  
с массой i. Номер массы соответствует i-му элементу 
списка вершин:

[seq (j, j = 2..n+1), seq(j, j = n+3..2*n+3)].

Расчет ферм с различным числом панелей n дает 
общий вид формулы для определения нижней оценки 
ωD. Для произвольного числа панелей: 

� �
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3 22 3
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N
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i

m m C c C h a EF�

�
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где обозначена длина диагональных элементов фермы  
2 2c a h� � . 

Коэффициенты C1(n), C2(n) зависят только от числа 
панелей и определяются методом индукции. Сначала 
выписываются последовательности решений задач для 
ферм с числом панелей n = 1, 2, 3, ...:
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Длина последовательности должна быть доста-
точной для нахождения общего члена. Оператор  
rgf_findrecur из пакета genfunc системы Maple дает ли-
нейные однородные рекуррентные уравнения, из кото-
рых можно найти искомые зависимости. При определе-
нии коэффициента C1 имеем рекуррентное уравнение, 
которому удовлетворяет общий член:

1, 1, 1 1, 2 1, 33 3 .n n n nC C C C� � �� � �                 (4)

Его решение дает оператор rsolve:

� �2
1 24 6 1 4.C n n� � �

Из уравнения пятого порядка

2, 2, 1 2, 2 2, 3 2, 4 2, 55 10 10 5n n n n n nC C C C C C� � � � �� � � � �    (5)

найдем и другой коэффициент в (3):
2

2 ( 1) ( 2) 3.C n n n� � �                        (6)

Оценка сверху по  Рэлею. Верхняя оценка первой 
частоты колебаний фермы по Релею имеет вид:

� �2 2
1 2

1 1

,
N N

R k k
k k
u mu m

� �
� � � � �� �               (7)

где суммирование проходит по всем массам, а
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— амплитуда смещения массы с номером k под дей-
ствием единичной распределенной нагрузки, прило-
женной горизонтально ко всем узлам конструкции. 

Суммирование проведем по всем деформируемым 
стержням фермы. Отдельно вычислим суммы пере-
мещений в числителе и квадратов перемещений в зна-
менателе (7). Для различных значений числа панелей 
последовательно получим следующие выражения чис-
лителей (7):

3 3
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В общем виде числитель (7) имеет вид:
3

2
23

1 1( ) .aС h С c� � �
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Общие члены последовательностей коэффициентов 
определяются из решения рекуррентных уравнений и 
выглядят как:

2
1

3 2
2

2 ( 2)( 1)(3 6 1) 15;

(8 24 22 3) 12.

C n n n n n

C n n n

� � � � �

� � � �
        (8)

Выражение в знаменателе (7) для разных значений 
n имеет вид:
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Обобщим данные выражения на произвольный слу-
чай:

 � �6 6 23 3
2 1 2 3 ,B h B c B c h a� � � �
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   (9)

Труднее всего оказалось установить коэффициент 
при h6. Для этого потребовалось составить и решить 
рекуррентное уравнение 10-го порядка:

1, 1, 1 1, 2 1, 3
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1, 7 1, 8 1, 9 1, 10
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В практике вывода аналогичных формул [19 — 23] 
подобные сложные уравнения бывают редко. Обычно 
коэффициенты рекуррентных уравнений для вывода 
общих членов являются биноминальными коэффици-
ентами, такими как в (4), (5).

Результаты

Формула (3) с достаточно простыми коэффициен-
тами полиномиального типа (5), (6) представляет со-
бой оценку снизу первой собственной частоты колеба-
ний опоры, а (7) с коэффициентами (8), (9) — оценку 
сверху. Решим задачу о колебании опоры с массами  
m = 200 кг, распределенными по узлам фермы в зависи-
мости от числа панелей и размеров фермы. Рассмотрим 
в качестве примера ферму с длиной основания a = 3 м. 
Жесткость стальных стержней фермы — ЕF = 0,2⋅108 Н. 
С увеличением числа панелей растет и длина фермы, а 
частота колебаний монотонно уменьшается. Для фер-
мы с большей высотой hn, у которой жесткость мень-
ше, частота также меньше (рис. 2).

Графики кривых полученных решений и решения, 
найденного численно из задачи о колебании системы 
со многими степенями свободы (задачи на собствен-

Рис. 2. Первая собственная частота в зависимости от числа панелей:
1 — численное решение и оценка Рэлея; 2 — оценка Донкерле
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ные значения уравнения BNY = λY), показывают, что 
точность верхней оценки по Рэлею весьма высока. Со-
ответствующие кривые сливаются на графике. 

Погрешности относительных оценок рассчитаем 
по формулам εD = |ωD – ω1|/ω1, εR = |ωR – ω1|/ω1. Погреш-
ность оценки Донкерлея достигает 12% для опор не-

Рис. 3. Относительная погрешность оценки по Донкерлею в зависимости от числа панелей

Рис. 4. Относительная погрешность оценки по Рэлею в зависимости от числа панелей

большой высоты (рис. 3). С увеличением числа пане-
лей погрешность монотонно уменьшается. Точность 
верхней оценки первой собственной частоты по Рэлею 
значительно больше. Наибольшее значение погреш-
ности при заданных размерах и массах меньше 0,5% 
получается для опоры с тремя панелями (рис. 4). 
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Выводы

Приведены два алгоритма для получения аналити-
ческих зависимостей верхней и нижней оценок пер-
вой частоты колебаний модели фермы опоры линий 
электропередач от размеров фермы и числа панелей. 
Включение в итоговую формулу указанного параметра 
существенно расширяет область применения результа-
та, который может быть использован как для чернового 

расчета системы, так и для проверки численных реше-
ний, полученных в какой-либо специализированной 
программе расчета. Алгоритмы вывода формул осно-
ваны на методе индукции с применением операторов 
символьной математики Maple. Замечена существенно 
большая точность метода Рэлея. Метод Донкерлея име-
ет более компактное выражение, но также дает прием-
лемую точность при большом числе панелей.
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