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Прямоугольный в плане статически определимый стержневой каркас регулярного покрытия опирается 

по периметру на вертикальные стойки. Приводится алгоритм вывода формулы зависимости прогиба конструкции 

от числа панелей при действии на нее нагрузки, равномерно распределенной по узлам. Предполагается, что упру-

гие стержни конструкции соединены идеальными шарнирами. Жесткость фермы вычисляется по формуле Макс-

велла – Мора. Составление системы уравнений равновесия узлов и ее решение в аналитическом виде выполнены 

в системе компьютерной математики «Maple». Обобщение итоговой формулы на произвольное число панелей 

производится по данным расчета нескольких ферм с последовательно увеличивающимся числом панелей мето-

дом индукции.  

 

Ключевые слова: статически определимая конструкция, прогиб, индукция, формула Максвелла – Мора, про-

странственная ферма. 

 

Введение. Расчет деформаций конструкций – одна из основных задач строительной ме-

ханики. На практике она решается в основном численно в стандартных вычислительных паке-

тах, основанных на методе конечных элементов [1, 2]. В некоторых случаях для простых ста-

тически определимых моделей возможны и аналитические расчеты [3, 4]. Достоинства таких 

расчетов на основе простых конечных формул – это их удобство и возможность проводить 

анализ и оптимизацию конструкций выбором параметров системы без использования слож-

ных и зачастую длительных численных расчетов с большими затратами машинного времени 

и памяти компьютера, характерными для численных методов. Для регулярных систем с пери-

одической структурой появляется еще одна задача – определение зависимости решения от по-

рядка конструкции, например, от числа панелей. Использование аналитического подхода поз-

воляет решить эту задачу методом индукции без потери точности расчетов для систем с боль-

шим числом элементов.  

Ряд решений для плоских ферм собран в справочниках [5]. Здесь приводятся конечные 

формулы зависимости прогибов и смещений опор балочных, консольных и арочных ферм для 

различных видов нагрузок. В работах [6–9] методом индукции в системе компьютерной мате-

матики «Maple» получены также решения для первой собственной частоты свободных коле-

баний плоских ферм. Численное сравнение динамических расчетных моделей при определе-

нии частот и форм собственных колебаний большепролетной стальной фермы покрытия зда-

ния велодрома выполнено в [10]. Собственные частоты двухпролетной модели плоской фермы 

в аналитической форме получены в [11] для произвольного числа панелей в пролете. Расчет 

частоты собственных колебаний фермы Больмана в системе «Maple» произведен в [12]. 

Решения для пространственных ферм осложняются математической моделью самой 

конструкции сооружения. Деформации и собственные частоты пространственной стержневой 

статически определимой регулярной фермы произвольного порядка в аналитической форме 
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рассчитаны в [13]. Формулы для деформации фермы составной статически определимой про-

странственной рамы выведены в [14] для произвольного числа панелей. Исследование разру-

шения при повреждении пространственной конструкции из двойных треугольных ферм в чис-

ленной форме выполнено в [15]. Пространственная модель прямоугольного покрытия и анали-

тическое решение для его прогиба для произвольного числа панелей приведены в [16]. В [17] 

предложена формула для расчета деформаций пространственного каркаса антенны для косми-

ческой связи. Приближенная оценка частоты колебаний опоры линии электропередач полу-

чена в [18] для произвольного числа вертикальных панелей в мачте. В [19] с использованием 

системы компьютерной математики «Maple» выведена формула для расчета деформаций про-

странственной модели опоры линии электропередач регулярного типа. Пространственная 

ферма балочного типа рассчитана и проанализирована методом конечных элементов в [20]. 

Формулы зависимостей прогибов пространственной статически определимой фермы под дей-

ствием различных узловых нагрузок получены в [21]. Расчет прогибов пространственных пря-

моугольных в плане покрытий в аналитической форме выполнен в [22–24]. В [25] на примере 

аналитического расчета деформаций пространственной фермы в форме бипирамиды показано, 

что при определенных размерах конструкции ферма становится кинематически изменяемой.  

На основе индуктивного метода с помощью системы компьютерной математики 

«Maple» в [26] получены аналитические формулы для прогибов консольной фермы с боко-

выми гранями пирамидальной формы в зависимости от числа поясов и размеров фермы. Про-

ведено асимптотическое сравнение результатов с простыми фермами с плоскими гранями тех 

же размеров. Найдены оптимальные по жесткости геометрические параметры фермы. Все ре-

зультаты обобщены на фермы с большим числом боковых граней. 

В [27] при аналитическом расчете прогиба пространственной осесимметричной ку-

польной стержневой системы обнаружено, что для четного числа опорных панелей конструк-

ция допускает кинематическую изменяемость. Приведена соответствующая картина распре-

деления виртуальных скоростей узлов. 

Конструкция фермы. Прямоугольная в плане ферма с раскосами, образующими четы-

рехскатную симметричную конструкцию, опирается по периметру на 2(n+1) вертикальные 

стойки высотой H. Каждая из n панелей фермы имеет размеры 2 2a b h   и состоит из четырех 

раскосов длиной 2 2 2c a b h= + +  и двух стержней длиной 2a нижнего пояса. Панели по верх-

нему поясу соединены стержнями длиной 2a. Высота конструкции равна h+H, длина 2na. Все 

стержни имеют шарнирное соединение, общее число стержней 9 6.n = +  В это число входят 

опорные стойки и три стержня, моделирующие боковые шарнирные опоры в узлах A и B (рис. 1).  

 

 
 

Рис. 1. Модель фермы, n = 5 

 

Расчет усилий в стержнях. Из условия равновесия узлов в системе «Maple» рассчиты-

ваются реакции опор и усилия в стержнях, необходимые для нахождения жесткости фермы. 

Для составления уравнений равновесия узлов в аналитическом виде GS = R  при произволь-

ном числе панелей по данным о координатах узлов вычисляются направляющие косинусы 

усилий. Обозначено: R – вектор узловых нагрузок; G  – матрица направляющих косинусов 

размером  ; S  – вектор неизвестных усилий в стержнях. В число неизвестных включаются 

и три опорные реакции в угловых узлах A и B. Элементы матрицы G  рассчитываются по 



ISSN 2219-1038 (print)  Выпуск 4 (43), 2024 
 

 

36 

координатам концов стержней, соединенных в соответствующих узлах. Для этого в программу 

вводятся координаты узлов. Стержни и узлы фермы нумеруются (рис. 2). 
 

 
 

Рис. 2. Нумерация узлов фермы, n = 7 

 

Координаты узлов вводятся в программу расчета усилий в циклах: 

1 1 1
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3 2 3 2 3 2
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2 , , , 1,..., 1,

, , , 1,..., 2 2.

i i i

i n i n i n

i n i n i n

i n i i n i i n

x a i y z

x a i y b z

x ai a y b z h i n

x x y y z H i n

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

= − = =
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Элементы матрицы G  вычисляются по значениям направляющих косинусов, получен-

ным по значениям координат узлов. Решение системы GS = R  ищется в программе «Maple». 

Для нахождения аналитического решения используется метод обратной матрицы – более 

быстрый, чем специализированные операторы системы линейной алгебры «LinearAlgebra». В 

случае вертикальной нагрузки вектор правой части состоит из следующих ненулевых элемен-

тов: 
3 , 1,...,3 2.iR P i n= − = +  Решение системы линейных уравнений дает распределение уси-

лий по стержням. Распределение усилий в стержнях конструкции при действии на нее верти-

кальной узловой нагрузки представлено на рис. 3, n = 4, a = 3 м, h = 2 м. Синим цветом выде-

лены сжатые стержни, красным – растянутые. 
 

 
 

Рис. 3. Распределение усилий в стержнях от действия вертикальной узловой нагрузки, n = 4 

 

Некоторые диагональные стержни, боковые в середине пролета при такой нагрузке ока-

зываются ненапряженными. Они обозначены черным цветом. Все вертикальные опорные 

стержни сжаты, причем на угловые опоры приходится вдвое большая нагрузка, чем на опоры 

по сторонам фермы. Наиболее сжатый стержень находится в верхнем поясе в середине про-

лета. Здесь требуется проверка на устойчивость. Толщина отрезков условно пропорциональна 

модулям усилий в соответствующих стержнях. Значения усилий (кН) от действия узловых сил 

P = 1 кН округлены до двух значащих цифр. 

Для вычисления прогиба в середине C верхнего пояса для нечетного числа панелей при 

n = 2k + 1 используется формула Максвелла – Мора: 

3
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1

/ ( ),
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P

i i i
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S S l EF
−
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где jl  – длина стержня; 
( )P

iS  – усилие от действия распределенной узловой нагрузки; 
(1)

iS  – 

усилие от единичной вертикальной силы, приложенной к узлу С, в котором вычисляется про-

гиб; EF – продольная жесткость стержней. Усилия трех опорных стержней не входят в сумму, 

эти стержни приняты недеформируемыми. Последовательный расчет прогиба ферм с различ-

ным числом панелей n дает следующие формулы: 

3 3 3 2 2

1

3 3 3 2 2

2

3 3 3 2 2

3

3 3 3 2 2

4

(53 3 5 7 ) / (4 ),

(357 5 13 9 ) / (4 ),

(1513 7 25 11 ) / (4 ),

(4121 9 41 13 ) / (4 ),....

H EF

EF

EF

E

P a b c h h

P a b c Hh h

P a b c Hh h

P a b h h Fc H

 = + + +

 = + + +

 = + + +

 = + + +

 

В системе компьютерной математики «Maple» есть оператор rgf_findrecur из специа-

лизированного пакета genfunc, позволяющий определить общий член найденной последова-

тельностей выражений для прогибов. Результат имеет вид: 

3 3 3 2 2

1 2 3 4( ) / ( ).P C a C c C b C h H h EF = + + +
                                    

(1)
 

Коэффициенты в этом выражении зависят только от числа k, связанного с числом па-

нелей в конструкции: 

4 3 2 2

1 2

3 4

(10 20 16 1) / 4, (2 2 1) / 4,

(2 1) / 4, (2 5) / 4.

C k k k C k k

C k C k

= + + + = + +

= + = +
                      (2) 

Несколько проще решение в случае действия на ферму одной сосредоточенной верти-

кальной силы в среднем узле C верхнего пояса конструкции. Решение имеет тот же вид (1), но 

с коэффициентами: 

3

1

2 3 4

(2 1) / 4,

(2 1) / 4, 1/ 4.

C k

C k C C

= +

= + = =

  
На рис. 4 представлены графики зависимости (1) с коэффициентами (2) прогиба от 

числа панелей в случае

 

действия распределенной нагрузки по всем узлам фермы. 

 

Рис. 4. Зависимость  

относительного прогиба фермы  

от числа панелей,  

n = 2k + 1, a = 4 м,  

b = 1 м, H = 0,5 м 
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Относительный прогиб 
0' / ( )EF P L =  , где 

0 (3 2)P P n= + , 2L an= , монотонно растет 

с увеличением числа панелей. Для меньших значений высоты h прогиб, как и следовало пола-

гать, почти пропорционально больше. 

Полученное решение для прогиба в случае действия распределенной нагрузки в пре-

деле стремится к квадратичной параболе. Это можно заметить, вычисляя системе «Maple» сле-

дующий предел для относительного прогиба: 

2 2 2lim '/ 5 / (48 ).
k

k a h
→

 =  

Соответствующий оператор «Maple» имеет вид: limit(DEL/k^2,k=infinity).
 Аналогичный предел имеет решение и для сосредоточенной в точке C нагрузки: 

2 2 2lim '/ / (2 ).
k

k a h
→

 =  

Заключение. Предложена схема регулярной статически определимой фермы простран-

ственного покрытия. Математическая модель схемы имеет три независимых геометрических 

параметра. Для произвольного числа панелей получены формулы зависимости прогиба кон-

струкции от действия равномерно распределенной по узлам и сосредоточенной вертикальной 

нагрузки. Найденная зависимость обнаруживает нелинейные асимптоты. 
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A rectangular rod frame of a regular roof rests on vertical posts along the perimeter. An algo-

rithm is given for deriving a formula for the dependence of the structure deflection on the number of 

panels under the action of a load uniformly distributed over the nodes. It is assumed that the elastic 

rods of the structure are connected by ideal hinges. The rigidity of the truss is calculated using the 

Maxwell – Mohr formula. The system of equations for the equilibrium of nodes and its solution in 

analytical form are compiled in the Maple computer mathematics system. Generalization of the final 

formula to an arbitrary number of panels is performed based on the calculation data of several trusses 

with a successively increasing number of panels using the induction method.  

 

Keywords: statically determinate structure, deflection, induction, Maxwell – Mohr formula, spatial 

truss. 

 

  


