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Выводятся аналитические зависимости прогибов и первой собственной частоты колебаний фермы с па-

раллельными поясами, шарнирно опертой по концам. Рассмотрены равномерные узловые нагрузки по верхнему 

и нижнему поясам, а также сосредоточенная нагрузка в середине пролета. Ферма имеет регулярный тип, что 

позволяет применить индуктивный вывод искомых зависимостей. В задаче о колебании предполагается, что 

масса конструкции равномерно распределена по ее узлам, а стержни невесомые и имеют одинаковую жесткость. 

Для вычисления частоты колебаний использован модифицированный метод Донкерлея. Жесткость конструкции 

рассчитывается по формуле Максвелла – Мора. Аналитическое решение имеет простую формулу и дает резуль-

тат, близкий к решению, полученному численно для системы с многими степенями свободы.  

 

Ключевые слова: статически определимая ферма, первая собственная частота, аналитический метод, формула 

Максвелла – Мора, индукция, прогиб. 

 

Введение. В задачах о численном расчете регулярных конструкций с большим числом 

элементов одной из проблем является преодоление «проклятия размерности», ограничиваю-

щее точность решения. Это относится и к статическим задачам о прогибе фермы в зависи-

мости от размеров, нагрузки и числа панелей, и к задачам о нахождении границ собственных 

частот. Аналитические методы свободны от этого недостатка. Для получения решения за-

дачи о прогибе или частоте колебаний в зависимости от числа панелей регулярной фермы 

используется индуктивный метод [1–3], реализуемый в системах компьютерной математики 

«Maple», «Mathematica», «Derive», «Maxima». В задачах о частоте колебаний есть дополни-

тельная трудность – характеристическое уравнение высокого порядка решить аналитически 

нельзя. Поэтому здесь часто используют приближенные подходы. Наиболее известны метод 

Донкерлея, дающий оценку первой частоте снизу, и метод Рэлея для верхней оценки ча-

стоты. Метод Рэлея точнее метода Донкерлея, но более трудоемок, и формула для частоты 

получается более громоздкой.  

Аналитические решения для прогиба регулярных ферм с применением индуктивного 

метода и формулы Максвелла – Мора для плоских регулярных ферм получены в [4–7]. При-

ближенная формула для расчета первой частоты собственных колебаний фермы выведена  

в [8] для случая произвольного числа панелей в конструкции в предположении о вертикальных 

колебаниях узлов. Метод конечных элементов для расчета прогибов и частот строительных 

конструкций применялся в [9–11]. Аналитический расчет основной частоты собственных ко-

лебаний плоской модели составной регулярной фермы выполнен в [12]. Формула для первой 

частоты регулярной пространственной фермы консольного типа методом индукции с приме-

нением системы компьютерной математики «Maple» получена в [13]. Спектр частот плоской 

регулярной решетчатой фермы изучен в [14]. В [15, 16] для аналитического расчета первой 

частоты колебаний плоской фермы используется упрощенный вариант метода Донкерлея. Для 

расчета границ первой частоты собственных колебаний простой регулярной балочной фермы 

с треугольной решеткой в [17] применялись приближенные методы Рэлея и Донкерлея. 
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Конструкция фермы. Плоская статически определимая ферма с двумя опорами со-

стоит из 2n одинаковых панелей длиной 4a (рис. 1). В каждой панели содержится три стержня 

нижнего пояса длиной a, два стержня верхнего пояса длиной 2a, четыре стойки высотой h  

и 2h и шесть раскосов длиной 2 2c a h= + . Высота фермы равна 2h, длина – 8na. 
 

 
 

Рис. 1. Модель фермы с нагрузкой по верхнему поясу, n = 3 

 

Принимается, что узлы фермы колеблются по вертикали. Число степеней свободы рас-

сматриваемой системы масс m равно числу узлов конструкции: 14 2K n= + . Без учета трех 

опорных стержней ферма содержит 28 1n = +  стержней. 

 Расчет усилий в стержнях. Усилия в стержнях рассчитываются аналитически из усло-

вия равновесия узлов в системе «Maple». Уравнения равновесия узлов составляются в систему 

вида: 

 GS = R ,  (1) 

где обозначено: R – вектор узловых нагрузок; G  – матрица размером   направляющих ко-

синусов; S  – вектор неизвестных усилий в стержнях. Три опорные реакции входят в число не-

известных. Значения элементов матрицы жесткости G  рассчитываются по заданным координа-

там концов стержневых элементов, соединенных в узлах с известными координатами. Стержни 

и узлы фермы нумеруются (рис. 2). Координаты узлов фермы с 2n панелями имеют вид: 
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Рис. 2. Номера узлов и стержней, n = 2 

 

Решение системы уравнений равновесия ищется с помощью операторов системы 

«Maple».  

Прогиб. Нагрузка, равномерно распределенная по узлам верхнего или нижнего по-

яса. По величине прогиба середины пролета можно оценить жесткость всей конструкции 

фермы. Если загружены узлы верхнего пояса (рис. 3), то вектор правой части системы уравне-

ний равновесия узлов имеет вид: 2 , 10 2...14 2.jR P j n n= = + +  
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Формула Максвелла – Мора для расчета прогиба содержит суммирование по всем уси-

лиям в стержнях конструкции: 

( ) (1)

1

/ ( ),pS S l EF


  

=

 =  

где 
(1)S  – усилие в стержне   при действии единичной вертикальной силы на центральный 

узел с номером 3n+1 нижнего пояса, в котором фиксируется прогиб; 
( )pS  – усилия в стержнях 

фермы от распределенной нагрузки; l  – длина этого стержня. Жесткость EF стержней при-

нимается одинаковой для всех стержней фермы.  

 

 
 

Рис. 3. Нагрузка на узлы верхнего пояса, n = 4 

 

Последовательный расчет прогиба для различных n дает следующий ряд формул: 

3 3 2

1

3 3 2

2

3 3 2

3

3 3 2

4
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5
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где 2 2c a h= + . Обобщение этих формул средствами «Maple» приводит к следующей фор-

муле зависимости прогиба от числа панелей: 

 
3 3

1 2

2
,n

C a C c
P

h EF

+
 =

  
(2) 

где коэффициенты имеют вид полиномов: 
2 2 2

1 22(1 20 ) / 3, 4 .C n n C n= + =

  

Аналогично в случае нагружения нижнего пояса (рис. 4) вектор правой части системы 

уравнений имеет вид: 2 , 2...6 .jR P j n= =  

 

 
 

Рис. 4. Нагрузка на узлы нижнего пояса, n = 3 

 

Коэффициенты в (2) будут иметь вид: 
2 2 2

1 22(1 10 ) , 6 .C n n C n= + =  Характерно для этих 

двух решений то, что они не зависят от жесткости стоек в решетке фермы, так как слагаемое, 

содержащее множитель 3h , отсутствует в числителе формулы (2).  
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Прогиб. Сосредоточенная нагрузка в середине пролета. В этом случае только один 

элемент вектора правой части уравнения (1) отличен от нуля: 2(3 1) .nR P+ =  В результате обоб-

щения серии решений, полученных при различном числе панелей, формулы для коэффициен-

тов в зависимости (2) прогиба от числа панелей приобретают вид: 
2

1 22(1 8 ) / 3, 2 .C n n C n= + =  

Для иллюстрации решений на рис. 5 построены кривые зависимости безразмерного 

прогиба от числа панелей при нагружении нижнего пояса: ' / ( )sumEF P L =  , где 8L na= . Для 

нагрузки по нижнему поясу (6 1)sumP P n= + . Для нагрузки по верхнему поясу (4 1)sumP P n= + , 

кривые почти совпадают с кривыми прогиба середины пролета для нагрузки по нижнему по-

ясу, хотя суммарная нагрузка на ферму заметно меньше. 
 

 
 

Рис. 5. Зависимость прогиба от числа панелей 

 

Вычисление первой частоты собственных колебаний по упрощенному методу 

Донкерлея. Для расчета первой собственной частоты 
D  используется следующая формула:  

2 max

1

/ 2 ,
K

p

p

nm m K m−

=

 =  =  =   

где max  – наибольшее по всем узлам значение прогиба , 1,..., ,p p K =  от действия вертикаль-

ной единичной силы на узел p. В рассматриваемой ферме это узел нижнего пояса в середине 

пролета с номером 3n+1. Упрощение метода Донкерлея состоит в способе вычисления суммы 

1

K

p

p=

 . Для вычисления суммы используется теорема о среднем. Аналитическое значение n  

рассчитывается по формуле Максвелла – Мора в виде суммы по всем стержням конструкции, 

включая и три опорные: 

 ( )
2

( )

1

/ ( ),p

n S l EF


 

=

 =
 

(3) 

где 
( )pS  – значение усилия в стержне с номером   при воздействии на узел с номером p еди-

ничной вертикальной силы; l  – длина соответствующего стержня. Жесткости EF всех 
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стержней фермы считаются равными. Левая подвижная опора моделируется вертикальным 

стержнем длиной h, правая неподвижная – двумя взаимно перпендикулярными стержнями 

длиной h и a.  

Расчет сумм в (3) для последовательности ферм с увеличивающимся числом панелей 

дает формулы: 

3 3 3 2

1

3 3 3 2

2

3 3 3 2

3

3 3 3 2

4

3 3 3 2

5

) / ,

) / ,

) / ,

) / ,

) / ,... .

(12 4 (4 )

(88 8 (4 )

(292 12 (4 )

(688 16 (4 )

(1340 20 (4 )

K a c h h EF

K a c h h EF

K a c h h EF

K a c h h EF

K a c h h EF

 = + +

 = + +

 = + +

 = + +

 = + +

 

Встроенные операторы «Maple» и оператор rgf_findrecur позволяют вывести аналити-

ческое выражение для общего члена полученной последовательности. Для этого надо рассмот-

реть не менее 10 решений. Итоговая формула получает вид: 

3 3 3

1 2 3

2
.n

C a C c C h
K

h EF

+ +
 =  

Коэффициенты в этой формуле получаются как решения рекуррентных уравнений и 

зависят только от числа панелей n в половине пролета конструкции: 

2

1 2 3(8 1) / 3, , 1/ 4.C n C n C= + = =

     

 

Итоговая формула для определения первой частоты свободных колебаний фермы имеет 

вид: 

 
31 3 3

1 2 3

.
( )C a C c C

EF

Km h
h =

+ +  (4) 

Численное решение. Для оценки точности полученного аналитического решения 

можно получить численное решение для собственных частот колебания узлов фермы с учетом 

всех K степеней свободы системы при условии, что узлы совершают вертикальные колебания. 

Для расчета частот в системе «Maple» применяется оператор вычисления собственных чисел 

матрицы «Eigenvalues» из специализированного пакета линейной алгебры «LinearAlgebra». 

Приняты размеры панели фермы: 3a =  м, 2h =  м, 3h =  м. Для стержней, выполненных из 

стали, модуль упругости 
52,1 10E =   MПa. Площади поперечных сечений стержней одинако-

вые: 29смF = . Масса каждого шарнирного узла принята равной кг200 m= . Аналитическое 

решение (4) для первой частоты 
1  

в зависимости от числа панелей сопоставлено с первой 

частотой численного спектра n , полученной с учетом K степеней свободы грузов m в узлах 

(рис. 6). С ростом числа панелей численное решение сближается с аналитическим, при этом 

частота колебаний по первой форме уменьшается. Полученное аналитическое решение оказы-

вается нижней границей численного. 

Более точную оценку погрешности приближенного аналитического метода дает отно-

сительная величина: 1( ) /n n =  −  . Зависимости погрешности от числа панелей при длине 

стержня в панели 3a =  м для двух различных значений высоты h представлены на рис. 7.  

С увеличением числа панелей относительная погрешность аналитического решения уменьша-

ется, достигая в пределе вполне приемлемой величины в 1 %. 
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Рис. 6. Аналитическое решение 1  и численное n  

 

 

. 

 

Рис. 7. Погрешность аналитической оценки (4) основной частоты 

 

 

Заключение. Рассмотрена схема статически определимой решетчатой фермы. Выве-

дены конечные формулы для зависимости прогиба конструкции под действием трех типов 

нагрузок и основной частоты собственных колебаний от числа панелей. Точность аналитиче-

ской зависимости растет с увеличением количества панелей. 
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Analytical dependencies of deflections and the first natural frequency of oscillations of a truss 

with parallel chords with hinged support at the ends are derived. Uniform nodal loads along the upper 

and lower chords, as well as a concentrated load in the middle of the span, are considered. The truss 

has a regular type, which allows applying the inductive derivation of the sought dependencies. In the 

problem of oscillation, it is assumed that the mass of the structure is uniformly distributed among its 

nodes, and the rods are weightless and have the same rigidity. The modified Dunkerley method is 

used to calculate the oscillation frequency. The rigidity of the structure is calculated using the Max-

well – Mohr formula. The analytical result has a simple formula and yields a result close to the solu-

tion obtained numerically for a system with many degrees of freedom.  

 

Keywords: statically determinate truss, first natural frequency, analytical method, Maxwell – Mohr 

formula, induction, deflection. 

  


