
Казаков А., МЭИ, с12-02

Примеры решения механических задач с одной степенью свободы с

помощью уравнений Лагранжа 2-го рода:
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1.37. К стержню OA шарнирного механиз-

ма приложен момент M , к шарниру A –

горизонтальная сила F . Масса цилиндра

m1, стержня OA — m2; AO = AB = a. За
обобщенную координату принять ϕ.

Решение

Треугольник 4ABO равнобедренный, следовательно 6 AOB = 6 ABO
Выразим скорости тел через обобщенную координату:

Составим граф:
ϕ −ϕ

O−→A−→B
a a

y : 0 = ϕ̇ cos(ϕ)a + ωAB cos(ϕ)a
ωAB = −ϕ̇
x : VBx = − sin(ϕ)ϕ̇a − sin(ϕ)ϕ̇a = −2a sin(ϕ)ϕ̇

Составим граф:
ϕ

O−→A
a

VAx = −ϕ̇a sin(ϕ)

Составим граф:
ϕ

O−→K
a/2

VKy = ϕ̇a/2 cos(ϕ)
Кинетическая энергия:

T = 3/4m1V
2

Bx + 1/6m2a
2ω2

2

T = 3a2 sin2 ϕϕ̇2m1 + m2a
2/6ϕ̇2

T = ϕ̇2/2(A + B sin2 ϕ)
Обобщенная сила:

Q = (Mϕ̇ + (−F )VAx − m2gVKy)/ϕ̇
Q = M + F sin(ϕ)a − m2ga/2 cos(ϕ)
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1.38. К стержню AB шарнирного механиз-

ма приложен момент M , к шарниру A –

горизонтальная сила F . Масса цилиндра

m1, стержня AB — m2; AO = AB = a. За
обобщенную координату принять ϕ.

Решение

Треугольник 4ABO равнобедренный, следовательно 6 AOB = 6 ABO
Выразим скорости тел через обобщенную координату:

Составим граф:
ϕ −ϕ

O−→A−→B
a a

y : 0 = ϕ̇ cos(ϕ)a + ω2 cos(ϕ)a
ω2 = −ϕ̇
x : VBx = − sin(ϕ)ϕ̇a − sin(ϕ)ϕ̇a = −2a sin(ϕ)ϕ̇

Составим граф:
ϕ

O−→A
a

VAx = −ϕ̇a sin(ϕ)

Составим граф:
π−ϕ

B −→K
a/2

VKx = −3a/2ϕ̇ sin(ϕ)
VKy = a/2ϕ̇ cos(ϕ)
Кинетическая энергия:

T = 3/4m1V
2

Bx + m2V
2

K/2 + m2a
2ω2

2/12
T = 3a2 sin2 ϕϕ̇2m1 + (m2a

2/4)(9 sin2 ϕ + cos2 ϕ) + m2a
2ϕ̇2/12

T = ϕ̇2/2(A + B sin2 ϕ)
Обобщенная сила:

Q = (−Mω2 + FVAx − m2gVKy)/ϕ̇
Q = M − F sin(ϕ)a − (m2ga/2) cos(ϕ)
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1.39. Стержни OC и OA жестко скрепле-

ны под углом 90◦. В точке C расположена

масса m1. Масса цилиндра — m2. К стерж-

ню OA приложен момент M . На шарнир A
действует сила F . OA = OC = AB = a. За
обобщенную координату принять ϕ.

Решение

Треугольник 4ABO равнобедренный, следовательно 6 AOB = 6 ABO
Выразим скорости тел через обобщенную координату:

Составим граф:
ϕ −ϕ

O−→A−→B
a a

y : 0 = ϕ̇ cos(ϕ)a + ωAB cos(ϕ)a
ωAB = −ϕ̇
x : VBx = − sin(ϕ)ϕ̇a − sin(ϕ)ϕ̇a = −2a sin(ϕ)ϕ̇

Составим граф:
ϕ

O−→A
a

VAx = −ϕ̇a sin(ϕ)

Составим граф:
ϕ+π/2

O −→ C
a

VCx = − cos(ϕ)aϕ̇
VCy = − sin(ϕ)aϕ̇
Кинетическая энергия:

T = 3/4m2V
2

Bx + m1/2V 2

C

T = 3a2 sin2 ϕϕ̇2m2 + a2ϕ̇2/2
T = ϕ̇2/2(A + B sin2 ϕ).
Обобщенная сила:

Q = (Mϕ̇ + FVAx − m1gVCy)/ϕ̇
Q = M − F sin(ϕ)a + m1ga sin(ϕ)
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1.40. Стержни OC и OA жестко скрепле-

ны под углом 90◦. В точке C расположена

масса m1. Масса OA — m2. К цилиндру ра-

диуса R приложен момент M . На шарнир A
действует сила F . OA = OC = AB = a. За
обобщенную координату принять ϕ.

Решение

Треугольник 4ABO равнобедренный, следовательно 6 AOB = 6 ABO
Выразим скорости тел через обобщенную координату:

Составим граф:
ϕ −ϕ

O−→A−→B
a a

y : 0 = ϕ̇ cos(ϕ)a + ωAB cos(ϕ)a
ωAB = −ϕ̇
x : VBx = − sin(ϕ)ϕ̇a − sin(ϕ)ϕ̇a = −2a sin(ϕ)ϕ̇

Составим граф:
ϕ

O−→A
a

VAy = ϕ̇a cos(ϕ)

Составим граф:
ϕ

O−→K
a/2

VKy = ϕ̇a/2 cos(ϕ)

Составим граф:
ϕ+π/2

O −→ C
a

VCx = − cos(ϕ)aϕ̇
VC7 = − sin(ϕ)aϕ̇

Составим граф:
π/2

D−→B
R

VBx = −ωBDR
ωBD = 2a/R sin(ϕ)ϕ̇
Кинетическая энергия:

T = m1/2V 2

C + m2a
2/6ϕ̇2

T = a2ϕ̇2/2 + m2a
2/6ϕ̇2

T = A/2ϕ̇2

Обобщенная сила:

Q = (−MωBD + FVAy − m1gVCy − m1gVCy)/ϕ̇
Q = −M2a/r sin(ϕ) + F cos(ϕ)a + m1ga sin(ϕ) − m2g cos(ϕ)a/2
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