
Рассмотрим колебания двойного маятника. Массы сосредоточены по кон-
цам невесомых стержней. Дано OA = a, AB = b.
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Рис. 1

В качестве обобщенных координат выберем углы ϕ1, ϕ2. Кинетическая
энергия

T =
1

2
(mAv2

A + mBv2

B)

где ~vA = ~ω1×
~OA. В проекциях на оси координат с учетом ω1z = ϕ̇1, ω2z = ϕ̇2:

vAx = aϕ̇1 cosϕ1,

vAy = aϕ̇1 sinϕ1,

Имеем также выражение ~vB = ~vA + ~vBA = ~vA + ~ω2 ×
~AB

vBx = vAx + bϕ̇2 cosϕ2 = aϕ̇1 cosϕ1 + bϕ̇2 cosϕ2,

vBy = vAy + bϕ̇2 sin ϕ2 = aϕ̇1 sinϕ1 + bϕ̇2 sin ϕ2.

Потенциальная энергия сил тяжести (нулевое положение в опоре)

Π = −mAga cosϕ1 − mBg(a cosϕ1 + b cosϕ2).

Функция Лагранжа примет вид

L = T − Π = 1

2
mAa2ϕ̇2

1
+ 1

2
mB(a2ϕ̇2

1
+ b2ϕ̇2

2
+ 2abϕ̇1ϕ̇2 cos(ϕ1 − ϕ2))+

+mAga cosϕ1 + mBg(a cosϕ1 + b cosϕ2).

Уравнения Лагранжа для консервативной системы
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Вычислим производные, входящие в эти уравнения

∂L
∂ϕ̇1

= (mA + mB)a2ϕ̇1 + mBϕ̇2ab cos(ϕ1 − ϕ2),

∂L
∂ϕ̇2

= mBb2ϕ̇2 + mBϕ̇1ab cos(ϕ1 − ϕ2)

d
dt

∂L
∂ϕ̇1

= (mA + mB)a2ϕ̈1 + mBϕ̈2ab cos(ϕ1 − ϕ2) + mBϕ̇2(ϕ̇1 − ϕ̇2)ab sin(ϕ2 − ϕ1),

d
dt

∂L
∂ϕ̇2

= mBb2ϕ̈2 + mBϕ̈1ab cos(ϕ1 − ϕ2) + mBϕ̇1(ϕ̇1 − ϕ̇2)ab sin(ϕ2 − ϕ1).

∂L
∂ϕ1

= mBϕ̇1ϕ̇2ab sin(ϕ2 − ϕ1) − ga(mA + mB) sin ϕ1,

∂L
∂ϕ2

= mBϕ̇1ϕ̇2ab sin(ϕ1 − ϕ2) − gbmB sin ϕ2.

В результате уравнения примут вид

(mA + mB)a2ϕ̈1 + mBϕ̈2ab cos(ϕ1 − ϕ2) − mBϕ̇2

2
ab sin(ϕ2 − ϕ1) + ga(mA + mB) sin ϕ1 = 0,

mBb2ϕ̈2 + mBϕ̈1ab cos(ϕ1 − ϕ2) + mBϕ̇2

1
ab sin(ϕ2 − ϕ1) + gbmB sin ϕ2 = 0.

Пусть mA = mB = m, a = b. Для малых углов (sin x ≈ x, cosx ≈ 1 − x2/2)
получаем

2ϕ̈1 + ϕ̈2 + 2(g/a)ϕ1 = 0,

ϕ̈1 + ϕ̈2 + (g/a)ϕ2 = 0.

Для составления уравнений Лагранжа имеет смысл использовать специ-
альную функцию EulerLagrange из пакета VariationalCalculus (см.
Кирсанов М.Н. Maple и Maplet. Решение задач механики. СПб.: Лань, 2011 и
Кирсанов М.Н. Практика программирования в системе Maple. М.:Издательский
дом МЭИ, 2011)
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