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ВВЕДЕНИЕ 

 
Решение многих задач механики и робототехники требует прове-

дения численных расчётов с применением компьютера.  В таких расчётах 

находят применение методы вычислительной линейной алгебры, значи-

тельная часть которых основана на получении различного характера раз-

ложений используемых матриц, т.е. представления их в виде произведе-

ний матриц специального вида. 

В пособии приведены необходимые определения и представлены 

алгоритмы, предназначенные для получения основных матричных раз-

ложений и решения с их помощью систем линейных алгебраических 

уравнений, а также других задач.  Рассмотрено также применение метода 

прогонки в задачах сплайн-интерполяции. 

Изложение рассматриваемых методов сопровождается примерами 

их реализации в системе компьютерной математики Scilab – свободно 

распространяемом пакете, предназначенном для выполнения инженер-

ных и научных вычислений [5]. По многим параметрам система Scilab не 

уступает широко распространённому математическому пакету MatLab; 

однако последний – коммерческая система, не имеющая открытого про-

граммного кода, и лицензия на его использование является весьма доро-

гостоящей, в то время как среда разработки Scilab – бесплатный для ко-

нечного пользователя продукт с открытым исходным кодом [6,7]. 

Общедоступность этой многофункциональной программной си-

стемы – её весомое преимущество по сравнению с пакетом MatLab, осо-

бенно важное для применения в учебном процессе вузов [8]. По интер-

фейсу оба пакета достаточно сходны; при этом пакет Scilab слабее под-

держивает аналитические операции, но обеспечивает широкий набор ин-

струментов для численных расчётов и может рассматриваться как облег-

чённый вариант MatLab, сохраняющий большинство возможностей по-

следнего [6]. 

Помимо примеров чисто вычислительного характера, в пособии 

рассмотрено использование методов для решения ряда важных для прак-

тики задач механики и робототехники. 

В пособии рассматриваются только матрицы с действительными 

элементами.  Векторы и линейные операторы обозначены прямым полу-

жирным шрифтом, соответствующие им столбцы и матрицы – обычным 

курсивным шрифтом (как и скаляры; подобные обозначения широко ис-

пользуют как в линейной алгебре [9], так и в механике [10] и робототех-

нике [11]).  Компоненты векторов и линейных операторов (соответствен-

но, элементы столбцов и матриц) обозначены буквами с индексами, при-

чём нумерация индексов ведётся с нуля. 
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1. ТРЕУГОЛЬНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ 

1.1. Матрицы специального вида 
 

Различные классы матриц выделяются в соответствии с теми или 

иными условиями, налагаемыми на их элементы.  В ряде важнейших 

случаев такие же условия могут быть наложены и на линейные операто-

ры, соответствующие этим матрицам.  Рассмотрим примеры. 

Пусть YX :С  – линейный оператор, действующий из n-мерного 

векторного пространства X  в m-мерное векторное пространство Y .  

Пусть, далее, { je
nj

j

0}  и { ie

mi
i

0}  – базисы в X  и Y . 

Коэффициенты jiс  в разложении 

jeС  ji

mi

i

с


0
ie  

называются компонентами оператора С , а матрица C m ╳ n
 c этими 

элементами – матрицей оператора С  [1]. 

Таким образом, для нахождения компонент линейного оператора 

достаточно умножить его на векторы базиса в пространстве аргументов, 

а затем разложить полученные произведения по векторам базиса в про-

странстве значений. 

В дальнейшем все векторные пространства предполагаем евклидо-

выми, а базисы – ортонормированными.  В этих условиях для компонент 

линейного оператора справедлива явная формула 

jiс  ( ie , jeС )  

(круглые скобки обозначают скалярное произведение). 

Рассмотрим теперь важный частный класс операторов и матриц. 

Оператор XX :S  – симметричный [10], если 


S  S ;                                                 (1.1) 

существенно, что в этом определении пространство аргументов и про-

странство значений оператора совпадают. 

Знак 


 в (1.1) обозначает операцию транспонирования линейного 

оператора.  В общем случае для оператора YX :С  транспонирован-

ным 
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оператором называется [9,11] оператор XY 


:С , однозначно опреде-

ляемый условием: для любых векторов Xv , Yw  выполнено тожде-

ство 

( v , wС
 )  ( vC , w ) . 

Матрица S  симметричного оператора удовлетворяет аналогичному 

условию: 
S  S ,                                                  (1.2) 

в котором транспонирование понимается в обычном смысле [12]: строки 

и столбцы меняются местами.  Вообще же соотношение (1.2) служит 

определением [2] симметричной матрицы (она заведомо – квадратная). 

В механике примером симметричной матрицы служит матрица 

жесткостей, фигурирующая в уравнениях малых колебаний консерва-

тивных систем [13]. 

Среди симметричных операторов и матриц выделяют два подклас-

са. 

Симметричный оператор XX :S  – положительно полуопреде-

лённый, если 

( v , vS )  0    v . 

Симметричный оператор XX :S  – положительно определён-

ный, если 

( v , vS )  0    0 v . 

Для симметричной матрицы условия положительной полуопреде-

лённости и положительной определённости записываются так: 

( v , vS )  0    v       и      ( v , vS )  0    0 v . 

В механике примером симметричной положительной определён-

ной матрицы служит инерционная матрица, входящая в уравнения ма-

лых колебаний консервативных систем [13]. 

Оператор XX :A  – антисимметричный [10], если 


A  A ;                                               (1.3) 

его матрица также является антисимметричной, удовлетворяя условию 

A  A .                                                (1.4) 

В механике примером антисимметричного линейного оператора 

служит [11] оператор угловой скорости абсолютно твёрдого тела. 
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Переходим к следующему важному частному классу операторов и 

матриц. 

Оператор YX :Q  – ортогональный [10], если 


Q  1
Q ;                                               (1.5) 

его матрица также является ортогональной, удовлетворяя условию 

Q  1Q .                                                (1.6) 

Из этих определений вытекает, что ортогональные операторы заве-

домо являются обратимыми (и действуют между пространствами одина-

ковой размерности), а ортогональные матрицы являются невырожден-

ными. 

Множество всех ортогональных операторов вида YX :Q  обо-

значают ),( YXO .  Если оба пространства совпадают, то вместо ),( XXO  

пишут )(XO ; данное множество является мультипликативной группой 

(ортогональная группа пространства X ).  Группой является и множе-

ство ,(nO )  всех ортогональных матриц порядка n  (ортогональная 

группа степени  n ). 

При умножении сомножителей скалярного произведения на орто-

гональный оператор это произведение не изменяется (нередко это свой-

ство сохранения скалярных произведений принимают [14] за определе-

ние ортогонального оператора).  Отсюда следует, что умножение на ор-

тогональный оператор не меняет 2-норму вектора или оператора; анало-

гично, умножение на ортогональную матрицу не меняет 2-норму столбца 

или матрицы.  Столбцы ортогональной матрицы ортонормированы и по-

парно ортогональны. 

Далее, определитель ортогональной матрицы может быть равен 

либо 1, либо 1 .  В случае 1det Q  ортогональная матрица называется 

собственной.  Множество всех собственных ортогональных матриц по-

рядка n  обозначается ,(nSO )  и является группой (собственная орто-

гональная группа степени  n ) [10]. 

Весьма частный случай ортогональных матриц представляют со-

бой матрицы перестановок.  Матрица перестановок – это такая квад-

ратная матрица, у которой в каждой строке и в каждом столбце ровно 

один элемент отличен от нуля и равен единице [15]. 

Пусть в j-м столбце матрицы перестановок P порядка n  ненулевой 

элемент стоит в строке с номером )( jkk  .  Сама матрица будет одно-

значно задана, если указать для каждого столбца номер той строки, где 



 

 

8 

 расположен ненулевой элемент столбца, т.е. задать функцию )( jkk  .  

Например, для матрицы 

P 
















010

001

100

 

имеем: 1)0( k , 2)1( k , 0)2( k .  В общем случае элемент матрицы P 

задаётся таким условным выражением (нотация взята из языка Си): 

jip  ( )( jki   ?  1  :  0 ) . 

Умножение столбца на матрицу перестановок сводится к переста-

новке его элементов по правилу: если b n
 и Pb  , где P – матрица 

перестановок, то ( )k j jb   (основное свойство матрицы перестановок). 

Аналогично, умножение матрицы A  на матрицу P слева сводится к 

перестановке строк матрицы A . 

Простейшей перестановкой является транспозиция – такая пере-

становка, при которой два элемента являются местами, а все остальные 

остаются на своих местах [16].  Ей соответствует матрица транспози-

ции – такая матрица перестановок, которая отличается от единичной 

матрицы I  перестановкой двух её строк (не обязательно различных). 

Оговорка в скобках означает, что единичная матрица также рас-

сматривается как матрица транспозиции.  Любая матрица транспозиции 

является не только ортогональной, но и симметричной (а значит, сама 

для себя служит обратной матрицей). 

Справедлива теорема о факторизованном представлении матрицы 

перестановок, по которой любая матрица перестановок P порядка n  од-

нозначно представима как произведение n  матриц транспозиций вида 

P  021 PPP nn  ; 

здесь j-й сомножитель (нумерация – справа) – матрица транспозиции, 

отвечающая за перестановку элементов с номерами j и )( jtt  , t  j . 

Любая из матриц в данном представлении однозначно определяет-

ся заданием числа )( jt .  Поэтому в компьютерных программах матрицу 

перестановок можно задать при помощи целочисленного массива пере-

становок iP, в котором iP[j] )( jt . 
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Задача. Пусть в массиве B размещены элементы столбца 
T(0 1 2 3)b  . Требуется получить в том же массиве элементы 

столбца Pb , если матрица перестановок P  представлена своим массивом 

перестановок iP  2 1 3 3 . 

Решение. Произведение Pb  вычисляем как 3 2 1 0P P PP b . Для прове-

дения требуемой перестановки элементов массива B воспользуемся сле-

дующей Scilab-программой: 

--> B = [0; 1; 2; 3]; 

--> iP = [2; 1; 3; 3] + 1; 

--> n = size(B,1); 

--> for j = 1:n; 

-->    t = iP(j); 

-->    s = B(t);  B(t) = B(j);  B(j) = s; 

--> end 

--> B' 

 ans  = 

    2.    1.    3.    0. 

Здесь необходимо отметить, что индексация элементов массивов в 

Scilab ведётся не с нуля, а с единицы. По этой причине значения счёт-

чика j и все элементы массива перестановок iP в рассмотренной про-

грамме увеличены на единицу. Также заметим, что символы --> явля-

ются частью интерфейса командного окна Scilab, а не программного 

кода. 

Переходим теперь к таким определениям, которые имеют смысл 

только для матриц, но не для операторов.  Если матрица оператора в ка-

ком-либо базисе удовлетворяет одному из них, то в другом базисе она 

удовлетворять такому определению не обязана. 

Матрица D – диагональная, если 

ji       ⇒    0jid  

(в этом определении, в отличие от последующих, матрица D  не обяза-

тельно предполагается квадратной). 

Матрица L – нижняя треугольная (левая треугольная), если 

ji       ⇒    0jil . 

Матрица U  – верхняя треугольная (правая треугольная), если 

ji       ⇒    0jiu . 

Таким образом, у нижней треугольной матрицы равны нулю все 

элементы над главной диагональю, а у верхней треугольной матрицы 
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нулевыми являются все элементы под главной диагональю [2].  Квадрат-

ная диагональная матрица – частный случай как нижней, так и верхней 

треугольной матрицы. 

Треугольную матрицу, у которой все диагональные элементы рав-

ны 1, называют унитреугольной [16]. 

Заметим, что множество ,(nT )  всех невырожденных верхних 

треугольных матриц порядка n  и множество ,(nTU )  всех верхних 

унитреугольных матриц того же порядка являются мультипликативными 

группами (соответственно, полная треугольная группа степени n  и 

полная унипотентная группа степени n ). 

Значимость треугольных матриц для вычислительной линейной ал-

гебры определяется тем, что решение системы линейных алгебраических 

уравнений (СЛАУ) с треугольной матрицей коэффициентов не вызывает 

трудностей. 

В самом деле, пусть дана СЛАУ byL  , где L – невырожденная 

нижняя треугольная матрица порядка n , а b – столбец свободных членов, 

и требуется вычислить столбец Lby \  (обратной дробной чертой обо-

значена операция левого деления столбца на матрицу, т.е. операция вы-

числения решения СЛАУ).  Тогда вычисления требуют 2n  арифметиче-

ских операций и выполняются в соответствии со следующей расчётной 

формулой [2]: 

jy  jjkkj

jk

k
j lylb /

0













 





,       1,,0  nj  .          (1.7) 

Аналогично, вычисление решения Uyx \  для СЛАУ yxU  , 

где U  – невырожденная верхняя треугольная матрица, достигается при-

менением следующей расчётной формулы [2]: 

jx  jjkkj

nk

jk
j uxuy /

1













 





,       0,,1 nj .          (1.8) 

Формулы (1.7) и (1.8) несколько упрощаются в случае унитре-

угольных матриц: операция деления тогда отсутствует. 

Приведём примеры пользовательских Scilab-функций, реализу-

ющих арифметические операции левого матричного деления на тре-

угольные матрицы. 

Ниже представлен листинг функции lmdl для выполнения левого 

матричного деления матрицы b на нижнюю треугольную матрицу L в 

соответствии с (1.7): 
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function y = lmdl(L, b) 

  [n, m] = size(b); 

  y = zeros(n, m); 

  for j = 1:n 

   y(j,:)=(b(j,:)-L(j,1:(j-1))*y(1:(j-1),:))/L(j,j); 

  end 

endfunction 

Рассмотрим пример решения СЛАУ byL   с нижней треугольной 

матрицей в среде Scilab с использованием функции lmdl. Исходные 

данные: 

 

1 0 0 1

2 3 0 , 4 .

3 1 1 1

L b

   
   

  
   
       

  

Зададим соответствующие матрицы в Scilab: 

--> L = [1 0 0; -2 3 0; 3 -1 -1]; 

--> b = [1; 4; 1]; 

Решение СЛАУ byL  : 

--> y = lmdl(L, b); y' 

 ans  = 

    1.    2.    0. 

Заметим, что штрихом (') в пакете Scilab обозначается операция 

транспонирования матрицы; здесь она использована, чтобы вывести от-

вет в виде строки, а не столбца. 

Точность полученного решения характеризует  -норма невязки 

Ly b : 

--> norm(L*y - b, %inf) 

 ans  = 

    0. 

В данном конкретном примере решение y получено настолько точ-

но, насколько это возможно на компьютере. 

В пакете Scilab реализована стандартная функция для выполне-

ния левого матричного деления (\) на невырожденную квадратную мат-

рицу общего вида (обратите внимание, что операнды данной операции 

записывают в обратном порядке). Для сравнения, решим рассматривае-

мую систему с помощью неё: 

--> y_ = L\b; y_' 

 ans  = 

    1.    2.    2.591D-16 
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Отметим, что 2.591D-16 – это экспоненциальная запись числа 
162,591 10 . 

В рассматриваемом примере решение y_ – менее точное, чем полу-

ченное функцией lmdl. Об этом свидетельствует и  -норма невязки: 

--> norm(L*y_ - b, %inf) 

 ans  =  

    2.220D-16   

Рассмотрим теперь функцию lmdu для выполнения левого мат-

ричного деления матрицы y на верхнюю треугольную матрицу U по 

формуле (1.8): 

function x = lmdu(U, y) 

  [n, m] = size(y); 

  x = zeros(n, m); 
  for j = n:-1:1 

   x(j,:)=(y(j,:)-U(j,(j+1):n)*x((j+1):n,:))/U(j,j); 
  end 

endfunction 

Приведём пример решения СЛАУ U x y  с верхней треугольной 

матрицей в среде Scilab с использованием функции lmdu. Исходные 

данные: 

 

1 2 4 9

0 2 3 , 6 .

0 0 1 2

U y

   
   

  
   
   
   

  

Зададим соответствующие матрицы в Scilab: 

--> U = [1 -2 4; 0 -2 3; 0 0 1]; 

--> y = [9; 6; 2]; 

Решение СЛАУ U x y : 

--> x = lmdu(U,y); x' 

 ans  = 

    1.    0.    2. 

Точность полученного решения характеризует норма невязки раз-

ности Ux y : 

--> norm(U*x - y, %inf) 

 ans  = 

    0. 

В этом конкретном примере решение x получено настолько точно, 

насколько это возможно на компьютере. 
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Решение рассматриваемой СЛАУ с помощью операции левого 

матричного деления (\) даёт такой же результат, что и функция lmdu: 

--> x_ = U\y; x_' 

 ans  = 

    1.    0.    2. 

 

1.2. Разложение Холецкого 
 

Разложение Холецкого имеет вид 

A  LL ,                                                (1.9) 

где L – нижняя треугольная матрица с положительными диагональными 

элементами; оно существует и единственно для любой симметричной 

положительно определённой матрицы A  порядка n  [3,15]. 

Алгоритм вычисления матрицы L  состоит из n однотипных шагов; 

на j-м шаге, где 1,,0  nj  , вычисляется j-й столбец данной матрицы.  

В свою очередь, шаг включает два этапа. 

Этап 1: вычислить диагональный элемент jjl  по формуле 

jjl  kjkj

jk

k
jj lla 






0

 

(наддиагональные элементы матрицы L  – нули, так что их вообще не 

нужно вычислять). 

Этап 2: при 1,,1  nji   вычислить: 

jil  jjkjki

jk

k
ji llla /

0













 





. 

Число арифметических операций, требуемых изложенным алгорит-

мом для получения разложения (1.9): )(/ 23
3

1 nOn   [15]. 

После того, как разложение Холецкого для матрицы A  получено, 

решение СЛАУ bxA   не составляет трудностей: оно осуществляется по 

схеме Lby \ ,  Lyx \  в соответствии с формулами (1.7), (1.8) (в по-

следней из них следует kju  заменить на jkl ). 

Метод Холецкого – самый быстрый из методов решения СЛАУ, 

основанных на получении матричных разложений; к тому же он отлича-

ется гарантированной вычислительной устойчивостью [3].  Однако он 

предъявляет к матрице системы требования симметрии и положительной 

определённости. 
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Рассмотрим пример решения СЛАУ Ax b  с помощью матрично-

го разложения Холецкого. Дано: 

 

1 2 3 4 30

2 5 7 3 45
, .

3 7 14 1 63

4 3 1 59 249

A b

   
   
    
   
   
   

  

Построим разложение Холецкого для матрицы A . 

Полагаем 0j  : 

 00 00 1;l a    

 0010 10 20 20 30 30 0000/ 2, / 3, / 4.l a l a l al l l        

При 1j   получаем: 

 2
11 11 10 5 4 1;l a l       

 
21 21 20 10 11

31 31 30 10 11

( ) / 7 3 2 1;

( ) / 3 4 2 5.

l a l l

l l l la

l     

      
  

При 2j   имеем: 

 2 2
22 22 20 21 14 9 1 2;l a l l         

 32 32 30 20 31 21 22( ) / (14 4 3 ( 5) 1) / 2 5.ll a l l l l             

Наконец, при 3j    получаем: 

 2 2 2
33 33 30 31 32 59 16 25 9 3.l a l l l           

Разложение (1.9) построено: 

 

1 0 0 0

2 1 0 0
.

3 1 2 0

4 5 3 3

L

 
 
 
 
 

  

  

Решим систему Ly b , используя формулу (1.7): 

 

0

0 1

0 1 2

0 1 2 3

30, 30

2 45, 15
.

3 2 63, 6

4 5 3 3 249; 12

y

y y
y

y y y

y y y y

  
       

    
       
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Решим систему TL x y , используя формулу (1.8): 

 

0 1 2 3

1 2 3

2 3

3

2 3 4 30, 1

5 15, 2
.

2 3 6, 3

3 12; 4

x x x x

x x x
x

x x

x

     
        

    
    

  

Проверим полученные результаты, воспользовавшись стандартны-

ми функциями пакета Scilab. Для построения разложения Холецкого 

воспользуемся функцией chol, которая возвращает верхнюю треуголь-

ную матрицу TR L , TA R R . 

Зададим матрицу A  и построим матрицу L : 

--> A = [1 2 3 4; 2 5 7 3; 3 7 14 1; 4 3 1 59]; 

--> R = chol(A); L = R' 

 L  = 

    1.    0.    0.    0.   

    2.    1.    0.    0.   

    3.    1.    2.    0.   

    4.  - 5.  - 3.    3.   

Найдём погрешность err построения разложения (1.9), вычислив, 

например, 1-норму разности TA LL : 

--> err = norm(A-L*L', 1) 

 err  = 

    0.  

Для решения системы Ly b  воспользуемся функцией lmdl 

(см. раздел 1.1): 

--> b = [30; 45; 63; 249]; 

--> y = lmdl(L, b); y' 

 ans  = 

    30.  - 15.  - 6.    12. 

Для решения системы TL x y  воспользуемся функцией lmdu 

(см. раздел 1.1): 

--> x = lmdu(L', y); x' 

 ans  = 

    1.    2.    3.    4. 

Такое же решение СЛАУ даёт операция левого матричного деле-

ния (\): 

--> x = A\b; x' 

 ans  = 

    1.    2.    3.    4. 
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Результаты решения задачи, полученные двумя различными спосо-

бами, совпадают.  

 

1.3. LU-разложение без выбора ведущего элемента 
 

Будем теперь предполагать, что A – произвольная невырожденная 

квадратная матрица.  Существует несколько вариантов метода, основан-

ного на LU-разложении.  В методе LU-разложения без выбора ведущего 

элемента используют следующее разложение матрицы A : 

A  LU ,                                                (1.10) 

где L – нижняя унитреугольная, а U  –  верхняя треугольная матрицы. 

Условие унитреугольности преследует цель обеспечения един-

ственности LU-разложения.  Однако существует разложение вида (1.10) 

не для всякой невырожденной матрицы; условием его существования 

служит отличие от нуля всех главных миноров матрицы A  [15]. 

Предполагая, что это так, изложим алгоритм вычисления матриц L  

и U .  Он состоит из n однотипных шагов; на j-м шаге, где 1,,0  nj  , 

формируются столбцы матриц L  и U  с номером j.  Один шаг включает 

три этапа. 

Этап 1: при 1,,0  ji   вычислить элементы jiu : 

jiu  jkki

ik

k
ji ula 






0

. 

Этап 2: по аналогичной формуле вычислить элемент jju : 

jju  jkkj

jk

k
jj ula 






0

. 

Этап 3: при 1,,1  nji   вычислить элементы jil : 

jil  jjjkki

jk

k
ji uula /

0













 





. 

Изложенный алгоритм для нахождения факторов разложения (1.10) 

требует в 2 раза больше арифметических операций, чем в методе Холец-

кого: )(/ 23
3

2 nOn   [15]. 
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Заметим, что на этапе 3 алгоритма происходит деление на очеред-

ной диагональный элемент jju  матрицы U , называемый ведущим эле-

ментом для j-го шага алгоритма.  Требование отличия всех главных ми-

норов матрицы A  от нуля гарантирует, что эти элементы – ненулевые 

(фактически для каждого j  ведущий элемент равен отношению главных 

миноров порядка 1j  и j ).  Однако некоторые ведущие элементы могут 

оказаться близкими к нулю, и тогда возможен неконтролируемый рост 

вычислительной погрешности. 

После получения LU-разложения матрицы системы bxA   реше-

ние последней осуществляется по схеме Lby \ , Uyx \  в соответ-

ствии с формулами (1.7), (1.8) (в первой из них операция деления отсут-

ствует). 

Существует важный класс матриц, для которых метод LU-разложе-

ния без выбора ведущего элемента заведомо работоспособен и вычисли-

тельно устойчив.  Введём соответствующее определение. 

Матрица A, для любой строки которой 

iia  , 0i j

j i

a


     

(i – номер строки), называется матрицей с диагональным преобладани-

ем величины . 

Справедлива [17] теорема Леви – Деспланка: матрица A с диаго-

нальным преобладанием величины  всегда обратима, причём 

1|| ||A
 

1


; 

из данной теоремы немедленно вытекает такое следствие: 

Acond 
|| ||A 


 

(в левой части последнего неравенства записано число обусловленности 

матрицы A; по определению оно для невырожденной матрицы равно 

произведению норм данной матрицы и обратной к ней, а для вырожден-

ной матрицы равно   [2,3]).  Таким образом, матрица A оказывается хо-

рошо обусловленной, если только  не слишком мало. 

Применяя теорему Леви – Деспланка к подматрицам матрицы A, 

соответствующим её главным минорам, немедленно получаем, что все 

они отличны от нуля. 
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В качестве примера построим разложение (1.10) для матрицы 

 

2 1 0

4 6 1 .

2 7 5

A

 
 

 
 
 
 

  

Найдём элементы столбцов с индексом 0j  : 

 00 00 10 10 00 20 20 002, / 2, / 1.u a l a u l a u         

Теперь примем 1j  : 

 01 01 11 11 10 01 21 21 20 01 111, 4, ( ) / 2.u a u a l u l a l u u           

Сформируем последний столбец матрицы U ; 2j  : 

 02 02 12 12 10 02 22 22 20 02 21 120, 1, 3.u a u a l u u a l u l u           

Разложение (1.10) построено: 

 

1 0 0 2 1 0

2 1 0 , 0 4 1 .

1 2 1 0 0 3

L U

   
   

  
   
   
   

  

 

1.4. LU-разложение с частичным выбором 

ведущего элемента 
 

Метод LU-разложения с частичным выбором ведущего элемента 

уже не накладывает на матрицу A  каких-либо дополнительных условий, 

кроме невырожденности.  Он основывается на том, что надлежащей пе-
рестановкой строк невырожденной матрицы всегда можно сделать её 

главные миноры отличными от нуля; LU-разложение здесь строится не 

для самой матрицы A , а для матрицы PA , где P – матрица перестановок: 

PA  LU .                                             (1.11) 

При этом матрица P  (а значит, и матрица PA) заранее неизвестна и 

получается в ходе преобразований, имеющих пошаговый характер.   Се-

рию этих преобразований можно задать схемами: 

                                   APAAAA n    101  , 

                                   UUUUA n    101  , 

                                   LLLLI n    101  . 

Для любого j  должно выполняться равенство jjj ULA  . 

В рассмотренных цепочках преобразований переход от предыду-

щей матрицы к последующей задаётся рекуррентными формулами 
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jA  1jj UP ,                                              (1.12) 

jU  1 jjj UP ,                                        (1.13) 

jL 
1

1


  jjjj PLP .                                  (1.14) 

Матрица jP  – j-я матрица транспозиции в факторизованном пред-

ставлении матрицы перестановок P .  Задающее её число )( jt  – это но-

мер той строки матрицы 1jU , в которой находится максимальный по 

модулю элемент j-го столбца этой матрицы, причём поиск такого эле-

мента ведут в строках с номерами 1,, nj  .  В соответствии с (1.12) он 

станет ведущим элементом для матрицы jA  и последующих матриц со-

ответствующей цепочки преобразований, включая и матрицу U . 

Матрица j  – элементарная нижняя треугольная матрица, т.е. [15] 

такая нижняя унитреугольная матрица, у которой среди поддиагональ-

ных элементов могут быть отличными от нуля лишь элементы j-го 

столбца: 1, 1,, ,j j n j   .  Выбирают их так. 

Пусть 1

~
 jj UPU ;  тогда /i j i j j ju u   .  В соответствии с (1.13), 

такой выбор обеспечивает обнуление поддиагональных элементов j-го 

столбца матрицы jU  и последующих матриц соответствующей цепочки 

преобразований, включая и матрицу U . 

Проведение вычислений по формуле (1.14) ведётся с учётом того, 

что обращение элементарной нижней треугольной матрицы сводится к 

изменению знаков её ненулевых поддиагональных элементов. 

Практическая реализация алгоритма LU-разложения с частичным 

выбором ведущего элемента отличается от изложенной выше пошаговой 

процедуры получения членов разложения (1.11) порядком выполнения 

арифметических операций и способом хранения необходимой информа-

ции в памяти компьютера.  Именно, элементы матриц jA , jU , jL  хранят-

ся в одном двумерном массиве LU, а вместо матриц транспозиций jP  ис-

пользуется массив перестановок iP. 

Перед началом выполнения шагов алгоритма матрица A  копирует-

ся в массив LU.  Алгоритм состоит из n однотипных шагов; по заверше-

нии j-го его шага, где 1,,0  nj  , в массиве LU находятся: 

– ненулевые элементы столбцов матрицы jU  с номерами j,,0  ; 

– поддиагональные элементы столбцов матрицы jL  с номерами j,,0  ; 

– элементы столбцов матрицы  jA  с номерами 1,,1  nj  ; 

в начальной части массива iP находятся числа )(,,)0( jtt  . 
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j-й шаг алгоритма включает четыре этапа.  Заметим, что к началу 

шага – в отличие от пошаговой процедуры – элементы jiu  j-го столбца 

матрицы 1jU  еще не вычислены, и первые два этапа посвящены их 

нахождению. 

Этап 1: при 1,,0  ji   вычислить элементы jiu : 

jiu  jkki

ik

k
ji ula 






0

 

(они совпадают с соответствующими элементами матрицы jU ). 

Этап 2: при 1,,  nji   вычислить элементы jiu : 

jiu  jkki

jk

k
ji ula 






0

 

(эти формулы отличаются от предыдущих верхним пределом в сумме). 

Этап 3: найти максимальный по модулю элемент среди всех jiu , 

где i  j ; если )( jtt   – номер строки, содержащей его, то при jt   ме-

няем строки массива LU с номерами t  и j  местами; полагаем iP[j]= t. 

Заметим, что после завершения данного этапа j-й столбец массива 

LU содержит элементы j-го столбца матрицы U
~

. 

Этап 4: при 1,,1  nji   вычислить элементы jil  (теперь так 

мы обозначаем уже элементы матрицы jL ): 

/i j i j i j j jl u u   . 

После построения разложения (1.11) для матрицы системы bxA   

решение последней осуществляется по схеме LbPy \)( , Uyx \ . 

Реализовать операцию LbPy \)(  можно, объединив формулы 

(1.7) с решением задачи о перестановке элементов столбца b .  Это дела-

ется копированием значений jb  в массив X, после чего для 1,,0  nj   

полагаем: 

a)  t = iP[j], s = X[t], X[t]= X[j]; 

б)  X[j] = s - kj

jk

k

l


0

X[k]. 

Операцию Uyx \  реализуем, как и раньше, посредством 

формул (1.8).  Подчеркнём, что и значения jу , и значения jx  размещают-

ся в одном и том же массиве X. 
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Рассмотрим пример решения СЛАУ Ax b  методом LU-разложе-

ния с частичным выбором ведущего элемента. Дано: 

 

1 2 3 10

4 5 6 , 28 .

7 8 10 47

A b

   
   

 
   
   
   

  

Построим разложение (1.11). Скопируем матрицу A  в массив LU. 

Пусть 0j  . Вычисления на этапе 1 не проводятся, перейдём сразу 

к этапу 2: 

 

00 00

10 10

20 20

0, 1;

1, 4;

2, 7.

i u a

i u a

i u a

  

  

  

  

Здесь массив LU не претерпевает изменений. 

Этап 3. Выберем ведущий элемент 0tu : 

 0 0
0

max 7, 2.t i
i

u u t


     

Таким образом, 20 7u   – ведущий элемент; номер строки, содер-

жащей ведущий элемент, запишем в массив iP:  iP[0] 2t  . Так как 

jt  , меняем местами строки под номерами 0j   и 2t  : 

 LU

00 01 02

10 11 12

20 21 22

7 8 10

4 5 6 .

1 2 3

u a a

u a a

u a a

  
  

 
  

   
   

 

Этап 4. Вычислим поддиагональные элементы: 

 
10 10 00

20 20 00

1, / 4 / 7;

2, / 1/ 7.

i l u u

i l u u

  

  
  

Массив LU принимает вид: 

 LU

00 01 02

10 11 12

20 21 22

7 8 10

4 / 7 5 6 .

1/ 7 2 3

u a a

l a a

l a a

  
  

 
  

   
   

  

Переходим к следующему шагу алгоритма. Теперь 1j  .  

Этап 1: 

 01 010, 8.i u a     

Этап 2: 

 
11 11 10 01

21 21 20 01

4 3
1, 5 8 ;

7 7

1 6
2, 2 8 .

7 7

i u a l u

i u a l u

      

      
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Массив LU принимает вид: 

 LU 

00 01 02

10 11 12

20 21 22

7 8 10

4 / 7 3 / 7 6 .

1 / 7 6 / 7 3

u u a

l u a

l u a

  
  

 
  

   
   

  

Этап 3. Выберем ведущий элемент 1tu : 

 1 1
1

6
max , 2.

7
t i

i
u u t


     

Таким образом, 21 6 / 7u   – ведущий элемент; номер содержащей 

его строки запишем в массив iP:  iP[1] 2t  . Так как jt  , меняем 

местами строки LU с 1j   и 2t  : 

 LU

00 01 02

10 11 12

20 21 22

7 8 10

1/ 7 6 / 7 3 .

4 / 7 3 / 7 6

u u a

l u a

l u a

  
  

 
  

   
   

 

Этап 4. Вычислим поддиагональный элемент рассматриваемого 

столбца: 

 21 21 11

3 7 1
2, / .

7 6 2
i l u u       

Массив LU принимает вид: 

 LU

00 01 02

10 11 12

20 21 22

7 8 10

1/ 7 6 / 7 3 .

4 / 7 1/ 2 6

u u a

l u a

l l a

  
  

 
  

   
   

  

Полагаем теперь 2j  ; формируем последний столбец массива LU. 

Этап 1: 

 
02 02

12 12 20 02

0, 10;

1 11
1, 3 10 .

7 7

i u a

i u a l u

  

      
  

Этап 2: 

 22 22 20 02 21 12

4 1 11 1
2, 6 10 .

7 2 7 2
i u a l u l u             

Массив LU принимает вид: 

 LU 

00 01 02

10 11 12

20 21 22

7 8 10

4 / 7 3 / 7 11/ 7 .

1 / 7 6 / 7 1/ 2

u u u

l u u

l l u

  
  

 
  

      
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Этап 3. Выбор ведущего элемента 2tu : 

 2 2
2

1
max , 2.

2
t i

i
u u t


     

Таким образом 22 1/ 2u    – ведущий элемент; номер содержащей 

его строки запишем в массив iP:  iP[2] 2t  . Так как 2t j  , пере-

становку строк массива LU не производим. Отметим, что на завершаю-

щем шаге алгоритма выбор ведущего элемента тривиален, так как он 

сводится к сортировке массива из одного элемента, из-за чего переста-

новка строк LU не производится. 

Вычисления этапа 4 не выполняем. 

Разложение (1.11) построено: 

 

1 0 0 7 8 10

4 / 7 1 0 , 0 3 / 7 11/ 7 .

1 / 7 6 / 7 1 0 0 1/ 2

L U

   
   

 
   
      

  

Массив перестановок имеет вид: 

 iP  2 2 2 .   

Перейдём к решению СЛАУ Ly Pb . 

Скопируем элементы столбца b  в массив X: 

X  10 28 47 .  

Полагаем 0j  : 

t = iP[0] = 2; 

s = X[t] = 47; 

X[t] = X[0] = 10; 

X[0] = s = 47. 

Массив X принимает вид: 

X  47 28 10 .  

Пусть теперь 1j  : 

t = iP[1] = 2; 

s = X[t] = 10; 

X[t] = X[1] = 28; 

X[1] = s - 10l X[0] 
1 23

10 47
7 7

     . 
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Массив X принимает вид: 

X  47 23/ 7 28 .  

Пусть, наконец, 2j  : 

t = iP[2] = 2; 

s = X[t] = 28; 

X[t] = X[2] = 28; 

X[2] = s - 20l X[0] - 21l X[1] 
4 1 23 1

28 47
7 2 7 2

        . 

Массив X принимает вид: 

X  47 23/ 7 1/ 2 .   

Таким образом, T(47 23/ 7 1/ 2)y   . 

Решим систему Ux y , используя формулу (1.8): 

 

0 1 2

1 2

2

7 8 10 47,
3

6 11 23
, 2 .

7 7 7
1

1 1
;

2 2

x x x

x x x

x


   

 
  

     
 
 

  

  

Сравним решение задачи, полученное с помощью изложенного ал-

горитма, с результатами вычислений в среде Scilab. 

Введём исходные данные и основные результаты решения задачи, 

полученные выше: 

--> A = [1 2 3; 4 5 6; 7 8 10]; 

--> b = [10; 28; 47]; 

--> L_ = [1 0 0; 1/7 1 0; 4/7 1/2 1]; 

--> U_ = [7 8 10; 0 6/7 11/7; 0 0 -1/2]; 

--> y_ = [47; 23/7; -1/2]; 

--> x_ = [3; 2; 1]; 

В системе Scilab имеется [5] стандартная функция lu, которая 

предназначена для построения LU-разложения с частичным выбором ве-

дущего элемента и возвращает матрицы ,L U  и P .  Воспользуемся ей: 
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--> [L, U, P] = lu(A) 

 P  = 

    0.    0.    1.   

    1.    0.    0.   

    0.    1.    0.   

 U  = 

    7.    8.           10.         

    0.    0.8571429    1.5714286   

    0.    0.         - 0.5         

 L  = 

    1.           0.     0.   

    0.1428571    1.     0.   

    0.5714286    0.5    1. 

Проверим точность построения разложения (1.11), вычислив норму 

разности PA LU : 

--> norm(P*A - L*U, %inf) 

 ans  = 

    0. 

Сравним теперь элементы матриц ,L U , вычисленных по изложен-

ному выше алгоритму (массивы L_и U) и функцией lu (массивы L и U). 

Вычислим разности массивов L и L_, U и U_ : 

--> norm(L - L_, %inf) 

 ans  = 

    2.220D-16 

--> norm(U - U_, %inf) 

 ans  = 

    3.331D-16 

Указанные отличия элементов массивов L и L_, U и U_ вызваны 

ошибками округления при выполнении арифметических операций на 

компьютере. 

Для решения системы Ly b  воспользуемся функцией lmdl 

(см. раздел 1.1): 

--> y = lmdl(L,P*b); y' 

 ans  = 

    47.    3.2857143  - 0.5 



 

 

26 

Это решение с точностью до погрешностей, вызванных ошибками 

округления, совпадает с полученным ранее столбцом y  (массив y). Об 

этом свидетельствует норма разности y и y_: 

--> norm(y - y_, %inf) 

 ans  = 

     3.553D-15 

Для решения системы TL x y  воспользуемся функцией lmdu 

(см. раздел 1.1): 

--> x = lmdu(U, y); x' 

 ans  = 

    3.    2.    1. 

Элементы массива x, выведенные на экран в среде Scilab, округ-

лены и на самом деле отличаются от элементов массива x_, в котором 

хранится точное решение СЛАУ. В этом можно убедиться, вычислив 

норму их разности err: 

--> err = norm(x - x_, %inf) 

 err  = 

    1.243D-14 

Следует отметить, что операция левого матричного деления (\) в 

Scilab реализована именно методом LU-разложения с частичным вы-

бором ведущего элемента (если число обусловленности матрицы меньше 
144,5 10 ). Построим решение рассматриваемой СЛАУ (массив x_bs), 

используя эту операцию, и определим его точность: 

-->x_bs = A\b; x_bs' 

 ans  = 

    3.    2.    1.   

--> norm(x_bs - x_, %inf) 

 ans  = 

    8.882D-16 

Таким образом, результаты решения СЛАУ, полученные тремя 

разными способами, совпадают с точностью до погрешностей, вызван-

ных ошибками округления. 

В завершении данного раздела отметим, что и метод Холецкого, и 

метод LU-разложения эксплуатировали одну и ту же идею: системы ли-

нейных уравнений с треугольными матрицами решаются просто.  Но 

есть и другие просто решаемые системы; о них будет рассказано в сле-

дующей главе. 
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Контрольные вопросы и задания 
 

1. Сформулируйте определения симметричного, антисимметрично-

го и ортогонального операторов. 

2. Сформулируйте определение симметричной, диагональной, ор-

тогональной, верхней и нижней треугольных матриц. 

3. Выпишите: а) все антисимметричные матрицы 1-го порядка; б) 

все ортогональные матрицы 1-го порядка. 

4. Выпишите все матрицы 2-го порядка, которые одновременно ан-

тисимметричны и ортогональны. 

5. Сформулируйте определение матрицы перестановок. Что такое 

матрица транспозиции? 

6. Выпишите все матрицы перестановок 1-го и 2-го порядка. 

7. Объясните, почему в факторизованном представлении матрицы 

перестановок P порядка n  сомножитель 1nP  всегда равен I . 

8. Что такое матричное разложение Холецкого?  Запишите расчёт-

ные соотношения для построения этого разложения.  Каков алгоритм 

решения СЛАУ методом Холецкого?  Каковы условия применимости 

этого метода? 

9. Проверьте, являются ли матрицы 

 

2 2 1 4 3 0 4 0 3
1 1 1

2 1 2 , 0 0 5 , 0 5 0
3 5 5

1 2 2 3 4 0 3 0 4

     
     

 
     
           

  

ортогональными.  Есть ли среди них собственные ортогональные матри-

цы?  Можно ли построить разложение Холецкого каждой из перечислен-

ных матриц? 

10. Что такое LU-разложение квадратной матрицы?  Запишите рас-

чётные соотношения для построения этого разложения.  Каков алгоритм 

решения СЛАУ методом LU-разложения?  Каковы условия применимо-

сти этого метода? 

11. Что такое матрица с диагональным преобладанием?  Сформу-

лируйте теорему Леви – Деспланка. 

12. Покажите, что при умножении произвольной матрицы A на 

любое ненулевое число   число обусловленности матрицы не меняется. 

13. Опишите алгоритм решения СЛАУ методом LU-разложения с 

частичным выбором ведущего элемента.  Каков алгоритм построения 

указанного матричного разложения?  Каковы условия применимости ме-

тода LU-разложения с частичным выбором ведущего элемента? 

14. Решите СЛАУ Ax b , где 
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4 4 8 4 4

4 5 9 5 5
, ,

8 9 33 7 7

4 5 7 22 23

A b

     
   
 
    
   
   
   

  

методами Холецкого, LU-разложения без выбора и с частичным выбором 

ведущего элемента.  Почему второй из перечисленных методов можно 

применять в рассматриваемой задаче?  Является ли матрица этой систе-

мы матрицей с диагональным преобладанием? 

15. Решите СЛАУ Ax b , где 

 

100 20 10 10 110

20 116 22 8 172
, ,

10 14 101 8 214

20 16 10 104 128

A b

    
   

    
   
   

    

  

методами LU-разложения без выбора и с частичным выбором ведущего 

элемента.  Является ли матрица этой системы матрицей с диагональным 

преобладанием?  Почему первый метод из перечисленных можно приме-

нять в рассматриваемой задаче? 

 

 

 

 

 

 

2. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ 

2.1. QR-разложение: метод вращений 
 

Метод QR-разложения основан [1] на следующем разложении 

квадратной матрицы A : 

A  RQ ,                                                (2.1) 

где Q – ортогональная, а R –  правая треугольная матрицы (последняя 

будет невырожденной, если невырождена сама матрица A, что мы далее 

и предполагаем). 

При наличии такого разложения для матрицы системы bxA   по-

следнюю решают по схеме Qby \ , Ryx \ . В силу (1.6) первая опе- 
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рация реализуется умножением столбца b на матрицу Q ;  вторая же 

операция, как обычно, реализуется посредством формул (1.8), только 

роль матрицы U  здесь играет матрица R . 

Обсудим коротко порядок получения разложения (2.1) (подробно-

сти можно найти в [3]).  Здесь обычно используют [1] два подхода: ме-

тод вращений и метод отражений. 

В методе вращений процесс получения матрицы R  можно описать 

как следующую цепочку преобразований (здесь AR 00 , RR nn  2,1 ): 

2,1210,1201000   nnjin RRRRRRR  , 

где: 

1) j меняется от 0  до 2n ; 

2)  i  меняется от 1j  до 1n ; 

3)  каждая последующая матрица новRR ji   получается из преды-

дущей старR  умножением её на матрицу Гивенса jiG : 
старнов RGR ji .                                  (1.16) 

При этом матрицей Гивенса (или матрицей плоского вращения) 

для заданной пары индексов ji   ( ji  ) называется ортогональная матри-

ца jiG ,(nSO ) , которая отличается от единичной матрицы I  следу-

ющими особенностями: 1) значения диагональных элементов с индекса-

ми jj  и ii   равны не 1, а некоторому числу c ;: 2) значения внедиагональ-

ных элементов с индексами ji    и ji   равны не 0 , а соответственно ( )s  и 

s , где число s  взято таким, что 122  sc  (так что c  и s  можно принять 

за косинус и синус некоторого угла  – угла вращения). 

Для каждого преобразования (2.2) в цепочке угол вращения выби-

рают так, чтобы 0
нов

jir .  Для этого достаточно вычислить значение 

r  ( d  0 ?  2 2d p   :  2 2d p   ) ,  

где d  и p – элементы матрицы старR  с индексами jj  и ij , после чего 

принять 

 /c d r ,          /s p r   

 (в случае 0r  полагают 1c , 0s ; тогда IG ji  ). 
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Матрица Q при этом совпадает с произведением 

10 1, 2n nG G
 

   ; 

на практике либо её вычисляют по рекуррентным формулам, либо вооб-

ще не используют, работая непосредственно с наборами чисел c  и s ,  за-

дающими матрицы Гивенса. 

Рассмотрим пример. Требуется решить СЛАУ Ax b , используя 

QR-разложение, построенное методом вращений. Дано: 

 

0 16 14 12

5 2 9 2 6 2 , 2 2 .

5 2 21 2 4 2 18 2

A b

    
   

      
   
    

  

Построим разложение (2.1) методом вращений.  Матрица R  вы-

числяется по столбцам путём обнуления поддиагональных элементов 

умножениями на матрицы плоских вращений i jG . 

1)  Пусть 0, 1j i  . Положим старR A . 

Вычисляем матрицу 10G .  Найдём вспомогательные величины: 

 

стар стар
00

стар стар
10

0,

5 2.

j j

i j

d r r

p r r

  

   
  

Поскольку 0d  , то 

 2 2 25 2 5 2.r d p       

Найдём косинус и синус угла вращения: 

 
5 2

0, 1.
5 2

d p
c s

r r


         

Соответствующая матрица Гивенса имеет вид 

 10

0 0 1 0

0 1 0 0 .

0 0 1 0 0 1

c s

G s c

    
   

 
   
   
   

  

Вычислим матрицу новR : 

 нов стар
10

5 2 9 2 6 2

0 16 14 .

5 2 21 2 4 2

R G R

 
 

   
 
  

  

Элемент этой матрицы в позиции 1, 0i j   обнулён. 
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2)  Пусть 0, 2j i  . Положим стар новR R . 

Вычисляем матрицу 20G .  Найдём вспомогательные величины 

 

стар стар
00

стар стар
20

5 2,

5 2.

j j

i j

d r r

p r r

  

   
  

Поскольку 0d  , то 

 2 2 25 2 25 2 10.r d p         

Найдём косинус и синус угла вращения: 

 
5 2 2 5 2 2

, .
10 2 10 2

d p
c s

r r


          

Матрица Гивенса имеет вид 

 20

0 2 / 2 0 2 / 2

0 1 0 0 1 0 .

0 2 / 2 0 2 / 2

c s

G

s с

   
  

    
   
   

  

Вычислим матрицу новR : 

 нов стар
20

10 30 10

0 16 14 .

0 12 2

R G R

 
 

  
 
 
 

  

Все поддиагональные элементы этой матрицы в столбце с индек-

сом 0j   обнулены.  Перейдём к обнулению поддиагонального элемента 

следующего столбца. 

3)  Пусть 1, 2j i  . Положим стар новR R . 

Построим матрицу 21G . Найдём вспомогательные величины 

 

стар стар
11

стар стар
21

16,

12.

j j

i j

d r r

p r r

  

  
  

Поскольку 0d  , то 

 2 2 2 216 12 20.r d p       

Найдём косинус и синус угла вращения: 

 
16 4 12 3

, .
20 5 20 4

d p
c s

r r
           
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Матрица Гивенса имеет вид 

 21

1 0 0 1 0 0

0 0 4 / 5 3 / 5 .

0 0 3 / 5 4 / 5

G c s

s с

   
   

  
   
      

  

Вычислим матрицу новR : 

 нов стар
21

10 30 10

0 20 10 .

0 0 10

R G R

 
 

  
 
 
 

  

Все поддиагональные элементы этой матрицы обнулены, так что 

разложение (2.1) построено, причём 

 T
21 20 10

10 30 10

0 20 10 , .

0 0 10

новR R Q G G G

 
 

   
 
 
 

  

Вычислять матрицу Q  не будем. 

Решим СЛАУ Qy b . В силу ортогональности Q , 

 T
21 20 10 21 20 21

2 2 20 20

12 12 0

16 2018 2

y Q b G G G b G G G

      
     

             
    
    

 . 

Решим систему Rx y  с верхней треугольной матрицей, используя 

формулу (1.8): 

 

0 1 2

1 2

2

10 30 10 20, 1

20 10 0, 1 .

10 20; 0

x x x

x x x

x

      
  

     
    

  

Завершим рассмотрение данного примера, построив в среде Scil-

ab QR-разложение и сравнив его с полученными выше результатами. 

Зададим матрицу СЛАУ: 

--> s2 = sqrt(2); 

--> A=[0 16 -14;-5*s2 9*s2 -6*s2;-5*s2 21*s2 -4*s2]; 

Результаты построения разложения (1.15), полученные выше мето-

дом вращений: 

--> R_ = [10 -30 10; 0 20 -10; 0 0 10]; 

--> G10 = [0 -1 0; 1 0 0; 0 0 1]; 

--> G20 = [s2/2 0 -s2/2; 0 1 0; s2/2 0 s2/2]; 
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Восстановим матрицу Q  по известным матрицам Гивенса: 

--> Q_ = (G21*G20*G10)' 

 Q_  = 

    0.           0.8        - 0.6         

  - 0.7071068  - 0.4242641  - 0.5656854   

  - 0.7071068    0.4242641    0.5656854 

Проверим точность построенного разложения, вычислив норму 

разности A QR : 

--> norm(A-Q_*R_, 1) 

 ans  = 

   3.553D-15 

В системе Scilab имеется [5] стандартная функция qr, предна-

значенная для построения QR-разложения матрицы.  Воcпользуемся ей: 

-->[Q, R] = qr(A) 

 R  = 

  - 10.    30.  - 10.   

    0.   - 20.    10.   

    0.     0.     10.   

 Q  = 

    0.         - 0.8        - 0.6         

    0.7071068    0.4242641  - 0.5656854   

    0.7071068  - 0.4242641    0.5656854 

Проверим точность построенного функцией qr разложения, вы-

числив норму разности A QR : 

--> norm(A-Q*R, 1) 

 ans  = 

   2.132D-14 

Обратите внимание, что столбцы Q и Q_, а также строки матриц R 

и R_ совпадают с точностью до знака (вычислительные погрешности мы 

не учитываем).  Это – следствие неединственности QR-разложения (в ал-

горитме, изложенном в начале раздела, единственность достигалась за 

счёт определённого выбора угла вращения). 
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2.2. QR-разложение: метод отражений 
 

Переходим к описанию метода отражений.  Описанию предпошлём 

несколько определений. 

Пусть X  –  евклидово векторное пространство.  Тензорным про-

изведением двух векторов Xba,  называется линейный оператор 

XX  :ba , задаваемый [10,18] формулой 

X x      axbxba ),()(  .                          (2.3) 

Не всякий линейный оператор можно представить в виде тензорно-

го произведения векторов.  Операторы, представимые таким образом, 

называют [19] мультипликативными.  Если оба сомножителя произве-

дения – ненулевые векторы, то ранг оператора равен 1, а иначе произве-

дение оказывается нулевым оператором. 

Заметим, что в определении пространство X  предполагалось ев-

клидовым.  В действительности операцию тензорного произведения двух 

векторов можно определить и без такого предположения, но тогда про-

изведение уже не будет линейным оператором; это будет объект другого 

типа – контравариантный тензор степени 2 [20]. 

При помощи операции тензорного произведения можно, в частно-

сти, записать явную формулу для оператора поворота абсолютно твёрдо-

го тела, находящую многочисленные применения в механике.  Пусть Γ  и 
Γ  – операторы ориентации этого тела соответственно в текущей и неко-

торой фиксированной (отсчётной) его конфигурациях [11] (это – соб-

ственные ортогональные операторы).  Оператор поворота Q  данного 

тела определяется равенством ΓQΓ  . 

Предположим, что поворот происходит на угол  вокруг оси с еди-

ничным вектором e.  Тогда для оператора поворота справедливо [18] 

следующее явное выражение: 

 sin)cos1(.cos  eeIQ e


.                 (2.4) 

Здесь I – единичный оператор, а e


 – присоединённый оператор 

для вектора e, т.е. антисимметричный линейный оператор, взаимно одно-

значно сопоставляемый данному вектору по формуле 

x      e


],[ xex  .                                 (2.5) 

Заметим, что операция перехода от вектора к присоединённому 

оператору представляет собой [20] результат применения к данному век-

тору отображения ad – присоединённого представления алгебры вектор- 
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ов трёхмерного евклидова векторного пространства, которое является 

изоморфизмом этой алгебры Ли и алгебры Ли действующих в данном 

пространстве антисимметричных операторов. 

В силу тождества  Iee e


e


 для тензорного квадрата единич-

ного вектора формулу (2.4) можно также записать и в виде 

)cos1(  IQ e


e


sin e


.                         (2.6) 

Вернёмся к пространствам произвольной размерности n .  Если в 

таком пространстве X  задать ортонормированный базис, то матрицей 

оператора ba   в этом базисе будет матрица  baba  – тензорное  

произведение столбцов a и b.  Её элемент с индексами ji  равен произве-

дению ji ba . 

Оператор XX :Π  называется проектором, если ΠΠΠΠ 2 ; 

говорят, что Π есть проектор на подпространство XL , если образ это-

го оператора совпадает с L .  Если при этом L  ортогонально ядру опера-

тора, то такой оператор называется ортогональным проектором [15]. 

Нужно подчеркнуть, что ортогональный проектор не является ор-

тогональным оператором (если только он не совпадает с I), зато это – 

всегда симметричный оператор. 

Пусть теперь Xu  – произвольный ненулевой вектор, направлен-

ный вдоль прямой D и ортогональный гиперплоскости P, PD  ; тогда 

ортогональные проекторы на D и P даются формулами 
 

),(
1

uu

uu
Π


       и      

),(
2

uu

uu
IΠ


 .                      (2.7) 

 

Из формул (2.7) видно, что в сумме оба проектора составляют еди-

ничный оператор.  Рассмотрим их разность 12 ΠΠ  . 

Оператор 

uu
uu

IH 
),(

2
                                   (2.9) 

называется оператором отражения относительно гиперплоскости P, а 

вектор u  – вектором отражения. 

Название связано с тем, что при умножении на H произвольного 

вектора x  та составляющая последнего, которая пропорциональна u, ме-

няет знак, а составляющая, ортогональная u, не изменяется. 
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Матрица оператора H в ортонормированном базисе 

 uu
uu

Iuu
uu

IH
),(

2

),(

2
                    (2.9) 

называется матрицей отражения относительно гиперплоскости P, или 

[3] матрицей Хаусхолдера (столбец u компонент вектора u  обычно 

также именуют «вектором отражения»).  Оператор H и матрица H  одно-

временно ортогональны и симметричны, причём определитель матрицы 

H  равен 1 . 

Рациональный порядок действий при умножении столбца a на мат-

рицу Хаусхолдера сводится к последовательному выполнению трёх опе-

раций: 

2

),( uu
K  ,     

K

au ),(
 ,     uaa                   (2.10) 

(это быстрее, чем действовать по обычному правилу умножения матри-

цы на столбец; если же столбцов несколько, то число K  достаточно вы-

числить один раз).  Через a  здесь обозначен столбец Ha.  В силу послед-

ней из формул (2.10) i-й элемент столбца a после умножения на H  не из-

меняется, если  i-й элемент вектора отражения u равен нулю. 

Решим теперь следующую задачу.  Для столбца a n
 надо найти 

такую матрицу Хаусхолдера H , что при умножении на неё столбца a 

останутся неизменными несколько его элементов, стоящих на заранее 

заданных  позициях, а остальные элементы (кроме одного с заранее за-

данным номером j) станут равными нулю. 

Фактически задача сводится к нахождению подходящего вектора 

отражения u.  Положим его элементы с номерами, соответствующими 

оставляемым не изменившимися элементами столбца a, равными нулю, и 

вычислим сумму квадратов S  тех элементов столбца a, которые должны 

быть обнулены. 

Теперь рассмотрим два случая.  Первый из них (исключительный) 

характеризуется тем, что одновременно 0S  и 0ja . 

В данной ситуации при выборе вектора отражения имеется значи-

тельный произвол.  Для определённости полагают равными нулю все его 

элементы, кроме j-го, а последний полагают равным 1. 
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В противном случае (основной случай) вычисляем: 

  ( ja  0  ?  1  :  1  ) ,       SaS j  2 , 

после чего элементы вектора отражения u с номерами k , соответствую-

щими обнуляемым элементам столбца a, полагаем равными их исходным 

значениям: kk au  , а элемент ju  полагаем равным Sa j  . 

Число   здесь – знак j-го элемента столбца a (впрочем, если он ра-

вен нулю, то   всё равно полагают отличным от  нуля).  Знак у S  выбран 

так, чтобы избежать роста вычислительной погрешности в случае вычи-

тания близких чисел при вычислении ju . 

Вектор отражения найден, причём его конкретный выбор позволя-

ет упростить вычисления по формулам (2.10).  Именно, нетрудно пока-

зать, что в рассматриваемом случае 1 , а формулы принимают вид 

)( jaSSK  ,     uaa  .                           (2.11) 

(число K  следует вычислять, если предстоит умножать на H  и другие 

столбцы, для которых, разумеется, уже 1 ). 

Проиллюстрируем решение задачи об обнулении элементов столб-

ца на конкретном примере.  Пусть требуется найти вектор отражения u  

такой, что при умножении на матрицу Хаусхолдера H  обнуляются по-

следние два элемента столбца T(1 5 1 2 2 )a    , а первые два 

остаются без изменения.  Нужно найти произведения *a Ha  и *b Hb , 

где T( 7 3 4 2 8 )b   . 

Найдём сумму квадратов обнуляемых элементов столбца a : 

 2 2 2 2
3 4' 2 2 8.S a a       

Постольку 2 0a  , то 1    и 

 2
0 ' 1 8 3.S a S         

Сформируем вектор отражения u . Поскольку элементы 0a  и 1a  не 

подлежат изменению, то 0 10, 0u u  . Другие элементы равны: 

2 2 1 3 4,u a S        

 3 3 4 42, 2.u a u a      

Найдём произведение *a Ha , используя формулы (2.11).  Сначала 

вычисли вспомогательную величину 

 2 2( ) 12.K S S a S u      
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Теперь применим последнюю из формул (2.11). Первые два эле-

мента не претерпевают изменений (так как 0 10, 0u u  ): 

 * *
0 0 0 0 1 1 1 11, 5.a a u a a a u a          

Другие компоненты столбца *a  получаются такими: 

 

*
2 2 2

*
3 3 3

*
4 4 4

3,

0,

0.

a a u S

a a u

a a u

    

  

  

  

Найдём теперь произведение *b Hb , используя формулы (2.10). 

Сначала вычислим вспомогательную величину 

 2 2 3 3 4 4( , ) 36
3.

12

u b u b u bu b

K K

  
       

Применим теперь последнюю из формул (2.10). Первые два эле-

мента столбца *b  не претерпевают изменений (так как 0 10, 0u u  ): 

 * *
0 0 0 0 1 1 1 17, 3.b b u b b b u b          

Другие компоненты столбца *b  получаются следующими: 

 

*
2 2 2

*
3 3 3

*
4 4 4

4 3 ( 4) 8,

2 3 2 4,

8 3 ( 2) 2.

b b u

b b u

b b u

        

       

       

  

Решение примера завершено. 

Переходим к рассмотрению процесса получения QR-разложения 

матрицы A методом отражений.  Процесс получения матрицы R  этим 

методом можно описать как следующую цепочку преобразований (здесь 

AR 1 , RRn 2 ): 

201   nRRR  , 

где 

1 jjj RHR , 

а матрицу Хаусхолдера jH  выбирают так же, как и в рассмотренной вы-

ше задаче об обнулении элементов столбца – чтобы обнулить поддиаго-

нальные элементы j-го столбца матрицы 1jR . 

Матрица Q при этом совпадает с произведением 

20
..

nHH  ; 

на практике либо её вычисляют по рекуррентным формулам, либо вооб-

ще не используют, работая непосредственно с векторами отражения. 
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Рассмотрим пример. Построим разложение (2.1) для матрицы 

 

10 170 60

40 104 174 .

80 28 282

A

 
 

 
 
  

  

В процессе решения задачи построим матрицу TV Q , используя 

рекуррентную формулу  

 
1

1 1

, 0,1;

, .

j j jV H V j

V V V I





 

 
  

Далее обозначаем: стар
1jR R  , нов

jR R , стар
1jV V  , нов

jV V . 

1) Обнулим поддиагональные элементы столбца с индексом 0j  . 

Положим старR A , старV I . На этом шаге изменениям подвергнутся 

все элементы матриц старR  и старV . 

Найдём сумму квадратов обнуляемых элементов рассматриваемого 

столбца: 

 стар 2 стар 2 2 2
10 20' ( ) ( ) ( 40) (80) 8000.S r r        

Постольку 
00 0r  , то 1   и 

 стар 2
00( ) ' 100 8000 90.S r S        

Сформируем вектор отражения u :  

 стар
0 00 10 90 100,u r S       

 стар стар
1 210 2040, 80.u r u r      

По формуле (2.11) найдём вспомогательную величину 

 стар
000( ) 9000.K S S r S u     

Вычислим матрицу нов стар
0R H R . Столбец с индексом 0 форми-

руется согласно последней из формул (2.11): 

 

нов стар
00 000

нов стар нов стар
10 1 20 210 20

90,

0, 0.

r r u S

r r u r r u

     

     
  

Поддиагональные элементы рассматриваемого столбца обнулены. 

Перейдём к расчёту оставшихся элементов по формуле (2.10). 

Сформируем столбец новR  с индексом 1. Вычислим вспомогатель-

ную величину 

 
стар стар стар

0 1 201 11 21 ( 170) 100 104 ( 40) ( 28) 80 26
.

9000 10

r u r u r u

K

         
      
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В соответствии с (2.10), имеем: 

 

нов стар
01 001

нов стар
11 111

нов стар
21 221

26
170 100 90,

10

26
104 ( 40) 0,

10

26
28 80 180.

10

r r u

r r u

r r u


       


       


       

  

Теперь сформируем столбец новR  с индексом 2: 
стар стар стар

0 1 202 12 22 60 100 174 ( 40) 282 80 24
;

9000 10

r u r u r u

K

       
      

 

нов стар
02 002

нов стар
12 112

нов стар
22 222

24
60 100 180,

10

24
174 ( 40) 270,

10

24
282 80 90.

10

r r u

r r u

r r u

       

       

      

  

Матрица новR  сформирована. Перейдём к построению матрицы 
новV . На данном шаге алгоритма эта матрица совпадает с матрицей Хау-

схолдера 0H  и, следовательно, является симметричной: 

 нов стар
0 0.V H V H    

Ограничимся вычислением её диагональных и поддиагональных 

элементов. 

Сформируем столбец новV  с индексом 0 в соответствии с (2.10): 

 
стар стар стар

0 1 200 10 20 1 100 0 0 1
;

9000 90

v u v u v u

K

    
      

 

нов стар
00 000

нов стар
10 110

нов стар
20 220

1 1
1 100 ,

90 9

1 4
0 ( 40) ,

90 9

1 8
0 80 .

90 9

v v u

v v u

v v u

       

       

       
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Аналогично найдём поддиагональные элементы столбца новV  с ин-

дексом 1: 

 
стар стар стар

0 1 201 11 21 0 1 40 0 4
;

9000 900

v u v u v u

K

    
       

 

нов стар
11 111

нов стар
21 221

4 37
1 ( 40) ,

900 45

4 16
0 80 .

900 45

v v u

v v u


       


      

  

Завершим построение матрицы новV , вычислив диагональный эле-

мент последнего столбца: 

 
стар стар стар

0 1 202 12 22 0 0 1 80 8
;

9000 900

v u v u v u

K

    
      

 нов стар
22 222

8 13
1 80 .

900 45
v v u        

Итак, один шаг алгоритма выполнен, 

 нов нов

90 90 180 1/ 9 4 / 9 8 / 9

0 0 270 , 4 / 9 37 / 45 16 / 45 .

0 180 90 8 / 9 16 / 45 13 / 45

R V

      
   

 
   
      

  

2) Положим стар новR R , стар новV V . Обнулим поддиагональный 

элемент столбца старR  с индексом 1j  . На данном шаге алгоритма над-

диагональный элемент стар
01r  не подвергнется изменению, следовательно, 

компонента вектора отражения 0 0u  . Таким образом, все элементы 

матриц старR  и старV , находящиеся в строках с индексом 0, также не из-

менятся. 

Найдём сумму квадратов обнуляемых элементов рассматриваемого 

столбца: 

 стар 2 2
21' ( ) 180 .S r    

Постольку 11 0r  , то 1   и 

 стар 2 2
00( ) ' 0 180 180.S r S       

Сформируем вектор отражения u :  

 0 0,u    

 стар
1 11 180,u r S     

 стар
2 21 180.u r    



 

 

42 

По первой из формул (2.11) найдём вспомогательную величину 

 стар 2
111( ) 180 32400.K S S r S u       

Вычислим матрицу нов стар
1R H R . При выполнении умножения 

строка старR  с индексом 0 не изменится. Далее вычисляем элементы 

строк 1 и 2 матрицы новR . 

Поскольку скалярное произведение вектора отражения на нулевой 

столбец старR  равно нулю, то указанный столбец не изменится. 

Элементы столбца с индексом 1 формируются согласно второй из 

формул (2.11): 

 

нов стар
11 111

нов стар
21 221

180,

0.

r r u S

r r u

     

  
  

Поддиагональный элемент рассматриваемого столбца обнулён. 

Перейдём к расчёту оставшихся элементов по формулам (2.10).  

Вычислим элементы столбец новR  с индексом 2. Найдём вспомога-

тельную величину 

 
стар стар

112 22 180 270 180 90
2;

32400

r u r

K

   
      

 

нов стар
12 112

нов стар
22 222

270 2 180 90,

90 2 180 270.

r r u

r r u

      

      
  

Матрица новR  сформирована. Перейдём к построению новV : 

 нов стар
1 .V H V   

Здесь также только вычисляем элементы строк 1 и 2 матрицы новV . 

Сформируем столбец новV  с индексом 0 в соответствии с (2.10): 

 
стар стар

1 210 20 1 4 8 1
180 180 ;

32400 9 9 405

v u v u

K

  
        

 
  

 

нов стар
10 110

нов стар
20 220

4 1 8
180 ,

9 405 9

8 1 4
180 .

9 405 9

v v u

v v u

      

        
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Вычислим столбец новV  с индексом 1 в соответствии с (2.11): 

 
стар стар
11 1 21 2 1 37 16 53

180 180 ;
32400 45 45 8100

v u v u

K

  
       

 
  

 

нов стар
11 11 1

нов стар
21 21 2

37 53 16
180 ,

45 8100 45

16 53 37
180 .

45 8100 45

v v u

v v u

      

      

  

Завершим построение матрицы новV  и найдём элементы столбца с 

индексом 2: 

 
стар стар стар
02 0 12 1 22 2 1 16 13 29

180 180 ;
32400 45 45 8100

v u v u v u

K

   
       

 
  

 

нов стар
12 12 1

нов стар
22 22 2

16 29 13
180 ,

45 8100 45

13 29 16
80 .

45 8100 45

v v u

v v u

      

      

  

Последний шаг алгоритма выполнен, и разложение (2.1) построено: 

 нов T нов

90 90 180 1/ 9 4 / 9 8 / 9

0 180 90 , 8 / 9 16 / 45 13 / 45 .

0 0 270 4 / 9 37 / 45 16 / 45

R R Q V

      
   

       
   
         

  

Упражнение. Самостоятельно проверьте правильность построения 

разложения, вычислив в среде Scilab разность A QR . Постройте раз-

ложение (2.1), используя функцию qr. 

Для алгоритма QR-разложения число используемых арифметиче-

ских операций составляет [15] )(2 23 nOn   при использовании матриц 

Гивенса и )(/ 23
3

4 nOn   при использовании матриц Хаусхолдера. 

Таким образом, алгоритм QR-разложения на основе вращений Ги-

венса работает в 3 раза медленнее, чем алгоритм LU-разложения, а алго-

ритм на основе отражений Хаусхолдера – в 2 раза медленнее. 

В то же время при решении СЛАУ высокой размерности с помо-

щью метода LU-разложения иногда (как показывает практика, крайне 

редко) возможна [3] существенная потеря точности, связанная с сильным 

ростом элементов промежуточных матриц.  Применение же QR-разложе-

ния гарантированно предотвращает появление численной неустойчиво-

сти (это его достоинство основано на сохранении 2-нормы матрицы при 

умножении на ортогональные матрицы) [21]. 
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Контрольные вопросы и задания 
 

1. Что такое QR-разложение квадратной матрицы?  Какова схема 

решения СЛАУ методом QR-разложения? 

2. Выпишите все варианты QR-разложения для матрицы 1-го по-

рядка  aA  . 

3. Как выглядит матрица плоского вращения (матрица Гивенса)? 

4. В чём состоит основная идея метода вращений?  Приведите ос-

новные расчётные соотношения этого метода. 

5. Что собой представляет тензорное произведение двух векторов в 

евклидовом пространстве? 

6. Что такое оператор поворота? Запишите явные формулы для 

оператора поворота в трёхмерном пространстве. 

7. На основе формул (2.4) и (2.6) покажите, что матрица оператора 

поворота вокруг вектора e  в трёхмерном пространстве является матри-

цей Гивенса, если столбцы компонент вектора в ортонормированном ба-

зисе равны (рассмотреть три варианта): 

 T T T(1 0 0) , (0 1 0) , (0 0 1) .e e e     

Замечание. Матрица присоединённого оператора e


 имеет вид: 

e


























0

0

0

01

02

12

ee

ee

ee

. 

8. Можно ли единичную матрицу 2-го порядка представить в виде 

тензорного произведения двух столбцов? 

9. Какие линейные операторы называют проекторами, ортогональ-

ными проекторами и операторами отражения?  Что такое матрица отра-

жения (матрица Хаусхолдера)? 

10. Пусть H  – оператор отражения относительно плоскости в 

трёхмерном пространстве, ортогональной единичному вектору e  – век-

тору отражения. Докажите, что  H Q , где Q  – оператор поворота во-

круг вектора e  на угол   . 

11. Какова основная идея метода отражений? Приведите основные 

расчётные соотношения этого метода. 

12. Используя методы вращений и отражений, постройте QR-разло-

жения матрицы 

6 6 36

8 8 2 .

0 20 10

A

  
 

 
 
   

 

13. Решите СЛАУ Ax b , где 
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15 60 54 39 39

15 20 8 17 7
, ,

15 40 34 29 49

15 40 92 7 77

A b

     
   
    
    
    
   
    

 

методом QR-разложения.  Постройте последнее методами вращений и 

отражений. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

3. СИНГУЛЯРНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ И МЕТОД 

НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

3.1. SVD-разложение 
 

Пусть Am ╳ n
.  Метод SVD-разложения (аббревиатура происхо-

дит от английского названия singular value decomposition ‘разложение 

по сингулярным числам’) основан на следующем разложении матрицы: 

A  USV  ,                                           (3.1) 

где ( ,U O m ) , ( ,V O n )  – ортогональные матрицы, Sm ╳ n
 – диа-

гональная матрица, диагональные элементы j js  неотрицательны и далее 

обозначаются j  [22]. 

Числа j  – сингулярные числа матрицы A. 

Нумеруются они так: 0 1 1, , , p   , где min( , )p m n . 

Можно показать, что для любой матрицы SVD-разложение (назы-

ваемое также [1] сингулярным разложением) существует.  Единствен-

ности нет; однако сами сингулярные числа определяются однозначно (с 

точностью до нумерации). 



 

 

46 

Действительно, матрицы AAm ╳m
 и A A n ╳ n

 симметричны 

и положительно полуопределены; из представления (3.1) вытекает, что 
1( )AA U SS U    и 1( )A A V S S V   . 

Но матрицы SS m ╳m
 и S S n ╳ n

 – диагональные, а их диа-

гональные элементы есть квадраты сингулярных чисел, дополненные, 

быть может, нулями (для той из этих матриц, у которой порядок боль-

ше).  Полученные для матриц AA  и A A  равенства означают, что они 

приводятся преобразованиями подобия к диагональному виду, а диаго-

нальные элементы матриц SS   и S S  есть собственные значения мат-

риц AA  и A A .  Значит, сингулярные числа матрицы A – квадратные 

корни из этих значений [21]. 

Набор сингулярных чисел матрицы содержит важную информацию 

о ней.  Так, её ранг равен количеству ненулевых сингулярных чисел, а 

2-норма равна наибольшему из сингулярных чисел. 

Если матрица A – квадратная порядка n  и невырожденная, то при 

наличии разложения (3.1) для матрицы системы Ax b  последнюю ре-

шают по схеме \y b U , \z y S , \x z V  .  Первая и третья опера-

ции реализуются умножением столбцов b и z на матрицы U  и V ; вторая 

же операция сводится к серии делений: /j j jz y  . 

Рассмотрим пример построения сингулярного разложения в среде 

Scilab.  Исходная матрица: 

 
30 36 48

.
40 27 36

A
  

  
 

  

Разложение (3.1) выполним, используя стандартную функцию svd 

[5]: 

--> A = [30 -36 -48; 40 27 36]; 

--> [U, S, V] = svd(A) 

 V  = 

  - 1.665D-16    1.           0.    

    0.6          3.331D-16  - 0.8   

    0.8          3.331D-16    0.6   

 S  = 

    75.    0.     0.   

    0.     50.    0.   

 U  = 

  - 0.8    0.6   

    0.6    0.8   
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Таким образом, сингулярные числа матрицы A  оказываются таки-

ми: 0 175, 50    . Отметим, что функция svd располагает сингуляр-

ные числа в порядке убывания. 

Проверим точность построения разложения, вычислив норму 
TA USV : 

--> norm(A - U*S*V', 1) 

 ans  = 

    2.132D-14   

Алгоритм получения разложения (3.1) достаточно сложен и здесь 

не приводится (его можно найти в [22]).  Вычислительная трудоёмкость 

алгоритма SVD-разложения значительно выше, чем у других обсуждав-

шихся в данной главе алгоритмов.  В качестве метода решения СЛАУ его 

применяют редко; однако построение SVD-разложения бывает нужно 

при решении некоторых других задач вычислительной линейной алгебры 

(о некоторых из них речь пойдёт в следующей главе). 

В заключение подчеркнём следующую общую особенность мето-

дов решения СЛАУ, основанных на построении матричных разложений.  

Распространены задачи, в которых нужно решить несколько СЛАУ с 

различными правыми частями, но одной матрицей A.  В таких задачах 

матричное разложение строится лишь один раз. 

 

3.2. Применение матричных разложений для исследования 

свободных колебаний устойчивой линейной 

консервативной системы 
 

Уравнения малых колебаний механической системы с n  степенями 

свободы в окрестности изолированного устойчивого положения равнове-

сия имеют вид [13] 

 0,Ax C x    (3.2) 

где T
0 1( )nx x x   – вектор отклонений обобщённых координат от 

положения равновесия, A  – симметричная положительно определённая 

матрица инерционных коэффициентов, C  – симметричная положительно 

определённая матрица жесткостей.  Кинетическая и потенциальная энер-

гии системы (3.2) равны, соответственно, T T/ 2, / 2T x Ax x C x   .
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Требуется построить решение ( )x t  системы (3.2) с заданными 

начальными условиями (0)x  и (0)x  методом нормальных коорди-

нат [13]. Последние удовлетворяют системе независимых дифференци-

альных уравнений 

 2 0, 0, , 1,i i iz z i n      (3.3) 

где iz  – нормальная координата, 0i   – i-я собственная частота (здесь 

их нумерация отличается от принятой в механике, где наименьшая соб-

ственная частота называется первой [13]). 

Нормальные координаты совершают одночастотные колебания по 

закону 

 
(0)

( ) (0)cos sin .i
i i i

i

z
z t z t t   


  (3.4) 

Преобразование нормальных координат в исходные осуществляет-

ся с помощью нормированной модальной матрицы M  по формуле 

 .x M z   (3.5) 

В рамках данного раздела мы построим модальную матрицу M , 

используя разложения (1.9) и (3.1). 

Выполним разложение Холецкого инерционной матрицы TA LL  

и сделаем замену переменных Ty L x .  Кинетическая и потенциальная 

энергии примут вид T T/ 2, / 2yT y y y C y   , где матрица жесткостей 

yC  совпадает с 1 1 T( )L C L  .  В силу симметрии yC , она может быть 

найдена по формуле T( \ ) \yC C L L . 

Теперь выполним сингулярное разложение матрицы жесткостей 

yC . Поскольку она симметрична и положительно определена, разложе-

ние (3.1) имеет вид T
yC USU  (т.е. U V ).  Сингулярные числа матри-

цы yC  совпадают с квадратами собственных частот системы (3.2): 
2diag( )iS   . 

Столбец нормальных координат получается с помощью преобразо-

вания T T Tz U y U L x  . Действительно, в новых переменных, в силу ор-

тогональности матрицы U , кинетическая и потенциальная энергии име-

ют вид T T/ 2, / 2T z z z S z   , а колебания описываются уравнением 

 0,z S z    

эквивалентным, из-за диагональности матрицы S , системе (3.4). 
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Таким образом, построено преобразование координат, обратное 

к (3.5); его матрица 1M   совпадает с T T
invM U L . В соответствии с 

этим, найдём нормированную модальную матрицу: 
T\M U L . 

Отметим, что начальные условия для нормальных координат, ис-

пользуемые в (3.4), имеют вид: 

 inv inv(0) (0), (0) (0).z M x z M x    (3.6) 

Рассмотрим пример исследования собственных колебаний консер-

вативной системы (3.2) с использованием средств Scilab. Приведённый 

ниже текст программы необходимо дополнить определением функций 

lmdl и lmdu (см. раздел 1.1) для выполнения левых матричных делений 

на треугольные матрицы.  Далее предполагаем, что все рассматриваемые 

величины являются безразмерными. 

Зададим инерционную матрицу и матрицу жесткостей: 

A = [14/3 3/2 0 ; 3/2 1 0 ; 0 0 4]; 

C = [55.955 2 -2 ; 2 16.715 -2  ; -2 -2 4 ]; 

Столбцы начальных условий по координатам и скоростям: 

x_0 = [0; 0.2; -0.3]; // (0)x    

Dx_0= [-0.01; 0; 0.03]; // (0)x   

Приступим к нахождению нормированной модальной матрицы. 

Построим разложение Холецокого матрицы инерционной TA LL : 

L = chol(A)'; 

Построим матрицу жесткостей T( \ ) \yC C L L : 

C_y = lmdl(L,C); C_y=lmdl(L,C_y'); 

Выполним сингулярное разложение матрицы yC  : 

[U,S,V] = svd(C_y) 

Результат разложения: 

V  = 

  - 0.3034236  - 0.9492113    0.0832588   

    0.9526946  - 0.3006050    0.0448281   

  - 0.0175233    0.0929221    0.9955192   

 S  = 

    44.250287    0.          0.          

    0.           8.779165    0.          

    0.           0.          0.9188241   

 U  = 

  - 0.3034236  - 0.9492113    0.0832588   

    0.9526946  - 0.3006050    0.0448281   

  - 0.0175233    0.0929221    0.9955192 
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Обратите внимание, что матрицы V  и U  совпадают (насколько это 

возможно при выполнении расчёта на компьютере).  

Квадраты собственных частот системы (3.2) совпадают с сингу-

лярными числами матрицы yC : 

 2 2 2
0 1 244,250287, 8,779165, 0,918841.        

Найдём массив собственных частот: 

omega = diag(S).^0.5 

Вычислим нормированную модальную матрицу T\M U L , вос-

пользовавшись функцией lmdu (см. раздел 1.1), а также обратную мо-

дальную матрицу T T
invM U L : 

M = lmdu(L',U); M_inv=U'*L'; 

Результат вычисления модальной матрицы M : 

M  = 

  - 0.5659908  - 0.3051304    0.0185183   

    1.3238803  - 0.4177258    0.0622939   

  - 0.0087617    0.0464610    0.4977596 

Построим решение системы (3.2) при 1[0, ]t T , где 1T  – период 

колебаний с наименьшей собственной частотой. Сформируем массив t 

из 100 значений времени, равномерно распределённых на 1[0, ]T : 

T1 = 2*%pi/omega(3,1); t = linspace(0, T1, 100); 

Найдём начальные условия для нормальных координат и 

скоростей (3.6): 

z_0 = M_inv*x_0; // (0)z  

Dz_0 = M_inv*Dx_0; // (0)z  

Вычислим массивы значений нормальных координат 0 1 2, ,z z z  на 

рассматриваемой временной сетке t по формуле (3.4): 

om = omega(1,1); 

z0 = z_0(1,1)*cos(om*t) + Dz_0(1,1)/om*sin(om*t); 

om = omega(2,1); 

z1 = z_0(2,1)*cos(om*t) + Dz_0(2,1)/om*sin(om*t); 

om = omega(3,1); 

z2 = z_0(3,1)*cos(om*t) + Dz_0(3,1)/om*sin(om*t); 

Вычислим значения координат 0 1 2, ,x x x : 

x = M*[z0;z1;z2]; 

Массивы значений перечисленных координат составляют строки 

матрицы x: 

0(x t )   x(1,:),  1(x t )   x(2,:),  2 (x t )    x(3,:). 
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Построим графики полученных решений. Очистим графические 

окна 1 и 2: 

clf([1,2]); 

В окне 1 построим графики 0 1 2( ), ( ), ( )x t x t x t  (рис. 3.1): 

scf(1); 

plot(t, x(1,:),'k-d');  

plot(t, x(2,:),'m^-');  

plot(t, x(3,:),'k-'); 

legend(['$x_0(t)$','$x_1(t)$','$x_2(t)$'], 2); 

 

 
Рис. 3.1. Графики собственных колебаний консервативной системы 
 

Исследуем точность полученных решений 0 1 2( ), ( ), ( )x t x t x t , под-

ставив их в систему (3.2). Погрешность решения задачи характеризует 

столбец невязок правой и левой частей (3.2) 

 .Ax C x     

Для вычисления столбца ускорений x  (матрица Wx) найдём уско-

рения нормальных координат как z S z   и умножим их на элементы 

модальной матрицы M : 

Wz =-S*[z0;z1;z2]; Wx = M*Wz; 

Вычислим значения невязок и найдём значения 2-норм столбца   

(массив eps_norm): 

eps = A*Wx + C*x; 

eps_norm=sqrt(eps(1,:).^2+eps(2,:).^2+eps(3,:).^2); 
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Построим график ( )t  в окне 2 (рис. 3.2): 

scf(2); plot(t,eps_norm,'k-^');  

legend(['$\|\varepsilon(t)\|$'], 1); 

 

 
Рис. 3.2. График нормы невязки, характеризующий точность решений 

 

Величины невязок (см. рис. 3.2) подтверждает правильность реше-

ния с точностью до вычислительных погрешностей ( 15max 4 10   ). 

 

3.3. Нормальные псевдорешения СЛАУ 
 

Рассмотрим СЛАУ 

Ax b ,                                                (3.7) 

где Am ╳ n
, bm

.  Заметьте, что сейчас матрица A – не обязательно 

квадратная; а если она и квадратная, то предположений о её невырож-

денности не делается. 

В этих условиях решение СЛАУ (3.7) может не существовать или 

же не быть единственным.  Во многих задачах, однако, имеет смысл 

иное, обобщённое, понятие решения системы линейных уравнений.  

Приведём ряд определений, следуя [1,15]. 

Для любого столбца x n
 столбец r Ax b  m

 называется 

невязкой. 

Псевдорешением системы Ax b  называют всякий столбец x, для 

которого 2-норма невязки минимальна: 

2
minAx b  , 

т.е. 
2

2
( , ) minAx b Ax b Ax b     . 
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В отличие от решений, псевдорешения всегда существуют, но их 

может быть много:  они могут заполнять целую прямую, плоскость и так 

далее (в случае нулевой матрицы – всё пространство).  Можно, однако, 

сформулировать простое условие, которое выделит из всего множества 

псевдорешений одно. 

Нормальное псевдорешение системы Ax b  – псевдорешение 

минимальной 2-нормы. 

В случае совместности системы Ax b  невязка псевдорешений 

равна нулю, и тогда это – обычные решения данной системы; нормальное 

псевдорешение в данном случае называют нормальным решением. 

Справедлив следующий результат [15,22]: если A USV   – 

SVD -разложение матрицы СЛАУ (см. раздел 3.1), j  – сингулярные чис-

ла этой матрицы, а Sn ╳m
 – диагональная матрица, на диагонали ко-

торой стоят элементы 

j js  ( j  0  ?   1 / j  :  0  ) , 

то нормальное псевдорешение СЛАУ (3.7) можно найти по формулам 

, ,y U b z S y x Vz    .                            (3.8) 

В соответствии с (3.8), для столбца x получаем такое выражение: 

x V S U b .                                          (3.9) 

Фигурирующая в (3.9) матрица A V S U    называется псевдо-

обратной матрицей для матрицы A.  Таким образом, нормальное псев-

дорешение СЛАУ Ax b  даётся [21] формулой x A b . 

Для невырожденной квадратной матрицы псевдообратная матрица 

совпадает с обычной обратной матрицей; при этом рассмотренная выше 

матрица S есть псевдообратная матрица для матрицы S . 

При нахождении нормального псевдорешения нет необходимости 

вычислять псевдообратную матрицу в явном виде – удобнее использо-

вать формулы (3.8).  Однако нередко эта матрица и сама по себе пред-

ставляет интерес. 

Можно показать [15], что псевдообратная матрица A – это един-

ственная матрица X , удовлетворяющая следующим уравнениям Пенро-

уза: 

( ) , ( ) , ,AX AX XA XA AXA A XAX X     ; 

отсюда следует, что псевдообратная матрица определена однозначно. 
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Известно, что если СЛАУ Ax b  совместна, то для её нормального 

решения при неточном задании исходных данных (вместо b задан стол-

бец b b  ) для относительной погрешности результата имеет место [22] 

оценка 

|| ||

|| ||

x

x




|| ||
cond

|| ||

b
A

b

 
; 

здесь 
2 2
.cond || || || ||A A A   – нормальное число обусловленности. 

В случае несовместной СЛАУ подобная оценка (уже для псевдо-

решения) тоже существует, но имеет более сложный вид: в правую часть 

добавляется слагаемое, характеризующее меру несовместности системы. 

Поскольку max2
|| ||A    и min2

|| || 1 /A
  , где max  и min  – соот-

ветственно максимальное и минимальное из ненулевых сингулярных чи-

сел, то max mincond /A    . 

Для любой (совместной или несовместной) СЛАУ Ax b  невязка 
r Ax b   непрерывным образом зависит от элементов матрицы A ; ранг 

же её (а значит, и псевдорешение) есть разрывная функция элементов. 

Данное обстоятельство следует учитывать при вычислении псев-

дорешений.  Так, если среди сингулярных чисел есть нулевые, то за счёт 

неточного задания элементов матрицы A  или за счёт ошибок округления 

вычисленные значения сингулярных чисел могут оказаться отличными 

от нуля.  А тогда матрица S и вместе с ней псевдорешение изменятся 

кардинальным образом. 

С возникшим затруднением можно справиться так.  Предположим, 

что от получаемого приближённого решения (или псевдорешения) 

СЛАУ требуется лишь малость невязки (соответственно, близость её к 

минимальному значению).  Тогда разумно, найдя SVD-разложение, вы-

делить среди ненулевых сингулярных чисел столь малые, что их отличие 

от нуля можно считать следствием различных погрешностей, и положить 

их равными нулю. 

На практике задают [22] некоторый допуск  и обнуляют те j , ко-

торые меньше .  Это соответствует переходу к матрицам меньшего ран-

га: от S к S и от A – к A US V 
  .  При таком переходе невязка получа-

емого приближённого псевдорешения будет мало отличаться от невязки 

точного псевдорешения, но обусловленность задачи улучшится, так как 

будет выполнено неравенство: cond A   max /  . 
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В результате по крайней мере те составляющие псевдорешения 

плохо обусловленной СЛАУ, которые можно найти с приличной точно-

стью, будут с неплохой точностью найдены. 

Помимо применения алгоритма SVD-разложения, известен другой 

способ нахождения псевдорешения – метод нормальных уравнений.  

Нормальной системой уравнений для СЛАУ Ax b  называют СЛАУ 

A Ax A b  ;                                            (3.10) 

показано [1], что эта система всегда совместна и множество псевдореше-

ний системы (3.7) совпадает с множеством решений СЛАУ (3.10). 

На практике особенно важен случай, когда m n  и ранг матрицы 

A совпадает с числом n её столбцов.  В этом случае матрица A A  невы-

рождена, являясь симметричной и положительно определённой.  Поэто-

му нормальное псевдорешение СЛАУ (3.7) получается как результат 

численного решения системы (3.10) – например, методом Холецкого. 

В данном частном случае для псевдообратной матрицы справедли-

ва [15] следующая формула: 
1( )A A A A   ;                                        (3.11) 

данная формула находит многочисленные применения в механике – 

например, в задачах кинематического анализа манипуляционных робо-

тов [23] и при идентификации параметров механических систем [4]. 

В то же время метод нормальных уравнений не является универ-

сальным.  Если матрица A не слишком хорошо обусловлена, то при пе-

реходе к матрице A A  число обусловленности последней нередко оказы-

вается примерно равным квадрату числа обусловленности исходной мат-

рицы.  Это ведёт к тому, что в решении будет потеряно вдвое больше 

значащих цифр, чем в методе SVD-разложения [3]. 

Ещё одним практически значимым классом СЛАУ (3.7) являются 

системы, содержащие меньше уравнений, чем неизвестных.  Матрица A  

в этом случае имеет больше столбцов, чем строк (m n ).  Покажем, что, 

если матрица A  имеет полный ранг, то её псевдообращение может быть 

осуществлено по формуле 

  
1T T .A A AA
    (3.12) 

Подставим в левую часть формулы (3.12) сингулярное разложение 
TA USV : 

 

T T 1 T T T T T 1 T T T T 1

T T T 1 T 1 1 T T 1 T

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

A A A VS U USV VS U VS U USS U

VS U U SS U VS SS U

  

   

  

 
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Учитывая, что здесь все сингулярные числа 0j  , имеем: 

 

20 0
0

T T 1

1 1

2
1

1
00 1/ 0

( ) .
0 0 1/

1
0

m m

m

S SS S 

 



 
     

    
      
     
    
     

 

Таким образом,  
1T T T .A AA VS U A
      

Упражнение. Действуя аналогично, докажите справедливость 

формулы (3.11). 

Представление псевдообратной матрицы в виде (3.12) сводит по-

строение нормального решения к расчёту по формуле Tx A z , где 
TAA z b . Особенности решения последней СЛАУ аналогичны изложен-

ным выше особенностям решения нормальных уравнений (3.10). 

Теперь перейдём к рассмотрению прикладной задачи, в которой 

возникает потребность в нахождении нормального решения СЛАУ. 

 

3.4. Применение матричных разложений для решения 

обратной задачи о скоростях избыточного манипулятора 
 

Рассмотрим обратную задачу о скоростях плоского четырёхзвенно-

го манипулятора, схема которого изображена на рис. 3.3.  Звенья, обра-

зующие простую кинематическую цепь, соединены вращательными 

шарнирами.  На четвёртом звене манипулятора расположен схват. 

 

 
Рис. 3.3. Кинематическая схема манипулятора 
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Требуется решить обратную задачу о скоростях: по известным зна-

чениям проекций C xV  и C yV  скорости центра C  схвата и угловой скоро-

сти   последнего определить обобщённые скорости манипулятора 

, 1, ,4i i  .  Текущие значения обобщённых координат ,i  1, ,4,i   

также даны. 

Поставленная задача сводится к нахождению столбца обобщённых 

скоростей q  путём решения СЛАУ 

 ( ) ,J q q u    (3.13) 

где T( )Cx C yu V V  , T
1 4( )q    , 

 

1 1 2 2 3 3 4 4 2 2 3 3 4 4 3 3 4 4 4 4

1 1 2 2 3 3 4 4 2 2 3 3 4 4 3 3 4 4 4 4 .

1 1 1 1

l s l s l s l s l s l s l s l s l s l s

J l c l c l c l c l c l c l c l c l c l c

          
 

       
 
 

  

Здесь , 1, ,4,il i   – длина i-го звена манипулятора, 

 
1 1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 4

1 1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 4

cos , cos( ), cos( ), cos( ),

sin , sin( ), sin( ), sin( ).

c c c c

s s s s

                

                
  

Далее полагаем, что конфигурация манипулятора – 

невырожденная [11], так что матрица J  имеет полный ранг. 

Решение обратной задачи о скоростях является неотъемлемой ча-

стью алгоритма управления манипулятором по вектору скорости [23].  В 

случае равных размерностей столбцов q  и u  решение СЛАУ (3.13) не 

вызывает трудностей: можно воспользоваться методами LU- или 

QR-разложений. 

В рассматриваемом случае манипулятор обладает кинематической 

избыточностью: количество обобщённых координат больше числа па-

раметров, определяющих программное движение исполнительного орга-

на (схвата). Система кинематических уравнений (3.13) имеет бесконечно 

много решений, из которых мы выберем нормальное решение 

 ,q J u   

для построения которого воспользуемся несколькими способами. 

Исходные данные для решения задачи таковы: 

1 2 3 4/ 2, / 2, / 2, / 2; 1м, 1, ,4;il i                

 1м/с, 1м/с, 0.Cx C yV V      
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Матрица СЛАУ (3.13) и столбец свободных членов равны: 

 

2 1 1 0 1

2 2 1 1 , 1 .

1 1 1 1 0

J u

      
   

 
   
   
   

  

Необходимые расчёты проведём в среде Scilab. Программный 

код, приведённый ниже, следует дополнить определением функций 

lmdl и lmdu (см. раздел 1.1) для выполнения левого матричного деле-

ния на треугольные матрицы. 

Введём исходные данные: 

--> J = [-2 -1 -1 0; 2 2 1 1; 1 1 1 1]; 

--> u = [-1; 1; 0]; 

1. Построим нормальное решение с помощью сингулярного разло-

жения TJ USV . В рассматриваемой задаче удобнее пользоваться ком-

пактной формой SVD-разложения. В конкретном случае она имеет вид: 

 T ,J USV  

где S  – диагональная квадратная матрица порядка 3m  , на диагонали 

которой расположены сингулярные числа; U  состоит из первых 3m   

столбцов матрицы U  (остальные столбцы умножаются на нулевой блок 

матрицы S  и на результат не влияют). 

Можно доказать, что расчёт псевдообратной матрицы можно осу-

ществить по формуле T ,J VS U   а нахождение нормального решения 

выполняется по формулам: 

 T , , .y U u z S y q V z     (3.14) 

Реализуем этот алгоритм в Scilab. Для получения сингулярного 

разложения в компактной форме воспользуемся функцией svd и зада-

дим у неё второй аргумент "e": 

--> [U_, S_, V] = svd(J, "e"); 

Нормальное решение q  (столбец dq_svd) в соответствии с (3.14): 

--> y = U_'*u;  z = y ./diag(S_); 

--> dq_svd = V*z; dq_svd' 

 ans  = 

    0.5    0.5  - 0.5  - 0.5 

Таким образом, 1 2 3 4 0,5 рад/с        . 
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Отметим, что в Scilab реализована функция pinv, вычисляющая 

псевдообратную матрицу с помощью сингулярного разложения: 

--> ( pinv(J)*u )' 

 ans  = 

    0.5    0.5  - 0.5  - 0.5   

2. Построим нормальное решение на основе представления псевдо-

обратной матрицы в форме T T 1( )J J J J   с использованием разложе-

ния Холецкого. 

Решим вспомогательную СЛАУ TJ J z u  методом Холецкого: 

--> L = chol(J*J')'; 

--> y = lmdl(L, u); // \ .y u L   

--> z = lmdu(L', y); // T\ .z y L  

Нормальное решение Tq J z  (столбец dq_ch): 

--> dq_ch = J'*z; dq_ch' 

 ans  = 

    0.5    0.5  - 0.5  - 0.5 

3. Построим нормальное решение на основе представления псевдо-

обратной матрицы в форме T T 1( )J J J J   с использованием 

QR-разложения TJ QR . 

Несмотря на то, что здесь матрицы TJ  и R  прямоугольные (строк 

больше, чем столбцов), принципиальных сложностей при обобщении 

рассмотренных ранее методов построения QR-разложения нет.  В данной 

конкретной задаче удобнее пользоваться компактной формой 

QR-разложения: 

 T ,J QR   (3.15) 

где R  – квадратная верхняя треугольная матрица порядка 3m  , состоя-

щая из первых 3m   строк R ;  Q  состоит из первых 3m   столбцов 

матрицы Q  (остальные столбцы умножаются на нулевой блок матрицы 

R  и на результат не влияют). 

Подстановка (3.15) в (3.14) даёт: 

 T 1( ) ,J Q R   

что позволяет найти нормальное решение СЛАУ (3.13) по формулам: 
T\ , .y u R q Q y   
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Реализуем этот алгоритм в Scilab. Для получения 

QR-разложения в компактной форме воспользуемся функцией qr и зада-

дим у неё второй аргумент "e": 

--> [Q_, R_ ] = qr(J', "e"); 

Найдём нормальное решение q Q y  (столбец dq_qr): 

--> y = lmdl(R_', u); // T\y u R . 

--> dq_qr = Q_*y; dq_qr' 

 ans  = 

    0.5    0.5  - 0.5  - 0.5  

Итак, результаты решения поставленной задачи тремя способами 

совпадают с точностью до вычислительных погрешностей. 

В табл. 3.1 приведены нормы невязок и погрешности нормальных 

решений (последние сравнивались с точным решением задачи 
* T(1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2)q    ). 

Таблица 3.1 

Сравнительный анализ решений, полученных на компьютере 

Нормальные решения q dq_svd q dq_ch q dq_qr 

Норма невязки Jq u


  168,882 10  164,441 10  162,220 10  

Погрешность *q q


  162,220 10  164,441 10  161,665 10  

 

В рассматриваемом примере для всех трёх способов точности ре-

шений и невязки сопоставимы друг с другом (незначительное преимуще-

ство – у решения, полученного с помощью QR-разложения).  Это объяс-

няется тем, что матрица J  не является плохо обусловленной.  Действи-

тельно, её сингулярные числа (это – диагональные элементы матрицы 

S_) равны 

 0 1 24,3344, 1,0000, 0,464,       

а нормальное число обусловленности таково: 

 max min 0 2cond / / 9,4.A         
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3.5. Метод наименьших квадратов 
 

Пусть две величины, x и y, связаны функциональной зависимо-

стью: ( )y f x .  Предполагается, что эта зависимость существует, но нам 

доступны лишь значения функции f  при отдельных значениях аргумен-

та, причём не точные, а найденные в серии экспериментов с определён-

ными погрешностями. 

Обозначим через iX , 0, , 1i m  , упомянутые отдельные значе-

ния аргумента, а через iY  – найденные экспериментально значения функ-

ции f  в точках iX  (узлах). 

Будем искать для функции f  приближение в виде непрерывной 

функции F  (аппроксиманта).  Значения этой функции в узлах будут от-

личаться от значений iY ; обозначим ( )i i iF X Y   . 

Отклонения i  могут принимать как положительные, так и отрица-

тельные значения.  Чтобы не учитывать знаки, возведём каждое отклоне-

ние в квадрат и просуммируем по всем узлам: 

2 2

0 0

 [ ( ) ]
i m i m

i i i

i i

F X Y Q
 

 

     .                           (3.16) 

Величину Q можно рассматривать как суммарную меру отклоне-

ния приближающей функции от исходной.  Метод построения аппрокси-

манта F  из условия минимизации величины Q называется методом 

наименьших квадратов (МНК) [21,22]. 

Ограничимся случаем линейной задачи МНК, когда аппроксимант 

выбирают в виде линейной комбинации 

0 0 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )n nF x c x c x c x        ,              (3.17) 

где 0 1( ), , ( )nx x   – базисные функции, которые предполагаются 

линейно независимыми в узлах.  Считаем, что n m . 

Необходимым условием экстремума величины Q являются равен-

ства 

0, 0, , 1
k

Q
k n

c


  


; 

вычисляя частные производные и сокращая на 2, получаем СЛАУ отно-

сительно неизвестных ic  
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0 0 1 1 1 0

0

[ ( ) ( ) ] ( ) 0
i m

i n n n i i

i

c X c X Y X


  



       , 

                                                    (3.18) 

0 0 1 1 1 1

0

[ ( ) ( ) ] ( ) 0
i m

i n n n i n i

i

c X c X Y X


   



       , 

которая называется нормальной системой МНК.  Матрицей этой СЛАУ 

служит матрица Грама системы базисных функций, которая симметрич-

на и – при сделанных предположениях – положительно определена [22].  

Её элемент с индексами kl  представляет собой сумму 

0

( ) ( )
i m

k i l i

i

X X




  . 

Введём в рассмотрение для рассматриваемой системы базисных 

функций матрицу плана – прямоугольную матрицу Am ╳ n
 c элемен-

тами ( )ik k ia X  .  Тогда матрица системы (3.18) представима как про-

изведение A A , а сама эта система принимает [22] вид 

A Ac A Y  ,                                        (3.19) 

где c и Y  – столбцы из коэффициентов ic  и значений iY . 

Таким образом, система (3.18) служит нормальной системой урав-

нений для СЛАУ Ac Y .  Значит, решение линейной задачи МНК сво-

дится либо к решению нормальной системы МНК (скажем, методом Хо-

лецкого), что разумно в случае хорошей обусловленности матрицы этой 

системы, либо (наиболее надёжный способ) к нахождению нормального 

псевдорешения СЛАУ Ac Y  методом SVD-разложения [3]. 

Заметим, что в литературе по вычислительной линейной алгебре 

линейная задача МНК нередко трактуется чисто алгебраически и отож-

дествляется с задачей нахождения псевдорешения СЛАУ [1,3]. 

 

3.6. Определение характеристик колебаний с помощью ме-

тода наименьших квадратов 
 

Рассмотрим задачу аппроксимации экспериментальных данных, 

полученных при наблюдении колебательного процесса, который с высо-

кой точностью может быть описан законом 

 0 1 2 3 4( ) cos sin cos2 sin2 ,f t c c t c t c t c t       (3.20) 

где t  – безразмерное время, играющее роль независимой переменной, 

, 0, ,4,ic i   – неизвестные постоянные коэффициенты. 
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Для оценки неизвестных параметров в выражении (3.20) восполь-

зуемся методом наименьших квадратов. В качестве базисных функций 

выберем 

 0 1 2 3 4( ) 1, ( ) cos , ( ) sin , ( ) cos2 , ( ) sin2 .t t t t t t t t t            

Поставленную задачу решим в среде Scilab несколькими спосо-

бами.  Программный код, приведённый ниже, следует дополнить опреде-

лением функций lmdl и lmdu (см. раздел 1.1) для выполнения левого 

матричного деления на треугольные матрицы. 

Зададим исходные данные – массивы значений времени time и 

аппроксимируемой функции data Y : 

--> time = [0.47 1.20 1.93 2.66 3.39 4.12 4.85 ... 

--> 5.58 6.31 7.04 7.77 8.50 9.23 9.96 10.69 ... 

--> 11.42 12.15 12.88 13.61 14.34]'; 

--> data = [-0.29 -0.31 -0.29 -0.2 0.03 0.06 ... 

--> 0.17 -0.02 -0.24 -0.39 -0.35 -0.21 -0.17 ... 

--> 0.08 0.15 0.16 -0.08 -0.28 -0.35 -0.37]'; 

Вычислим столбцы значений базисных функций в узлах: 

--> phi0 = ones(time); 

--> phi1 = cos(time); phi2 = sin(time); 

--> phi3 = cos(2*time); phi4 = sin(2*time); 

Сформируем матрицу плана A : 

--> A = [phi0, phi1, phi2, phi3, phi4]; 

1. Решим линейную задачу наименьших квадратов с помощью ме-

тода сингулярного разложения, а точнее – его компактной формы 
TA USV  (см. раздел 3.4): 

--> [U_, S_, V] = svd(A, "e"); // 
TA USV  

Анализ сингулярных чисел, расположенных на диагонали матрицы S_, 

позволяет сделать выводы об очень хорошей обусловленности задачи – 

максимальное и минимальное из них отличаются примерно в 1,5 раза: 

--> diag(S_)' 

ans  = 

    4.5609    3.3355    3.2696    2.9626    2.9335 

Построим решение задачи МНК: 

--> y = U_'*data; // 
T .y U Y   

--> z = y ./diag(S_); // .z S y  

Столбец искомых коэффициентов c V z  (массив c_svd): 

--> c_svd = V*z; c_svd' 

 ans  = 

  - 0.1154  - 0.0643  - 0.2509  - 0.0307  - 0.0124 
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2. Найдём искомые коэффициенты, решив систему нормальных 

уравнений (3.19) методом Холецкого.  Получим для матрицы TA A  раз-

ложение Холецкого и найдём вспомогательный столбец T( ) \y A Y L : 

--> L = chol(A'*A)';  y = lmdl(L, A'*data); 

Столбец искомых коэффициентов T\c y L  (массив c_ch): 

--> c_ch = lmdu(L', y); c_ch' 

 ans  = 

  - 0.1154  - 0.0643  - 0.2509  - 0.0307  - 0.0124 

3. Решим задачу МНК с помощью QR-разложения, а точнее – его 

компактной формы A QR  (см. раздел 3.4). Подстановка последнего со-

отношения в формулу (3.11) позволяет найти псевдообратную матрицу в 

виде 1 TA R Q  .  Таким образом, решение задачи МНК можно найти по 

формуле T( ) \c A Y Q Y R  .

Построим компактную форму QR-разложения и найдём столбец c  

(массив c_qr): 

--> [Q_, R_] = qr(A, "e"); // .A QR  

--> c_qr = lmdu(R_, Q_'*data) ; c_qr' 

 ans  = 

  - 0.1154  - 0.0643  - 0.2509  - 0.0307  - 0.0124 

Итак, все три рассмотренных способа дают одинаковый (с точно-

стью до вычислительных погрешностей) результат: 

 0 1 2 3 40,1154, 0,0643, 0,2509, 0,0307, 0,0124.c c c c c           

Проиллюстрируем результаты решения задачи, построив график 

полученного аппроксиманта.  Зададим массив промежуточных точек t и 

вычислим в этих точках значения базисных функций: 

--> t = linspace(0,15,150)'; 

--> AA = [ones(t) cos(t) sin(t) cos(2*t) sin(2*t)]; 

Построим график аппроксиманта ( )F t , на который нанесём также 

исходные данные ( )i iY f t  задачи (рис. 3.4): 

--> plot(t, AA*c_svd, 'k'); plot(time, data,'ko'); 

--> legend(["$F(t)$" "Y_i"], -1); 
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Рис. 3.4. График аппроксимирующей функции 

 

Завершая данный раздел, отметим, что задачи определения харак-

теристик периодической функции, подобные решённой здесь, возникают, 

например, при обработке экспериментальных данных о вынужденных 

колебаниях чувствительных элементов волновых твердотельных и мик-

ромеханических гироскопов.  Построенные в результате экспериментов 

зависимости коэффициентов в выражениях вида (3.20) от частоты внеш-

него задающего воздействия используются для идентификации парамет-

ров математических моделей гироскопов (выполняемой, в том числе, и с 

применением МНК) [24]. 

 

Контрольные вопросы и задания 
 

1. Что такое SVD-разложение матрицы?  Для каких классов матриц 

оно существует?  Каков порядок решения СЛАУ с помощью метода син-

гулярного разложения? 

2. Выпишите все варианты SVD-разложения для матриц 1-го по-

рядка:  а)  5A ;  б)   5A . 

3. Что такое сингулярные числа матрицы A?  Какова их взаимо-

связь с собственными значениями матриц TA A  и TAA ? 

4. Дайте определения псевдорешения и нормального псевдореше-

ния СЛАУ.  В каком случае нормальное псевдорешение является нор-

мальным решением СЛАУ? 

5. Опишите алгоритм построения нормального псевдорешения ме-

тодом SVD-разложения. 
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6. Что такое псевдообратная матрица?  Запишите уравнения Пен-

роуза, которым удовлетворяет псевдообратная матрица.  Однозначно ли 

определяется псевдообратная матрица? 

7. Что такое нормальное число обусловленности?  Каким образом 

оно используется для оценки точности решений и псевдорешений? 

8. Каким образом можно улучшить вычислительную устойчивость 

нахождения псевдорешения плохо обусловленной СЛАУ? 

9. Что такое нормальная система уравнений для СЛАУ? 

10. Как, не прибегая к построению SVD-разложения, найти псевдо-

решение СЛАУ с матрицей полного ранга?  Рассмотрите два случая: 

уравнений больше, чем неизвестных; неизвестных больше, чем уравне-

ний.  Всегда ли уместно применение этих способов? 

11. В чём состоит линейная задача наименьших квадратов? Какие 

алгоритмы её решения вам известны? 

12. Решите задачу МНК с исходными данными: 

 (0) 1, (1) 3, (2) 5, (3) 7.f f f f      

Постройте аппроксиманты 

 2
0 1 0 1 2( ) , ( ) .F x c c x F x c c x c x       

Указание. Решить нормальную систему уравнений МНК (3.19). 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ С ТРЁХДИАГОНАЛЬНЫМИ 

МАТРИЦАМИ 

4.1. Метод прогонки 
 

В различных приложениях (таких, как решение краевых задач для 

дифференциальных уравнений [3] или задачи интерполяции кубически-

ми сплайнами [25]) нередко возникает необходимость в решении СЛАУ 

высокого порядка, матрицы которых имеют специфическую структуру: 

ненулевые элементы лежат только на главной диагонали матрицы и на 

двух соседних с ней слева и справа диагоналях.  В таких случаях можно 

резко сократить объём вычислений за счёт учёта специфики этих матриц. 
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Именно, рассмотрим СЛАУ Ax s  порядка 1n   с трёхдиагональ-

ной матрицей A: 

0 0 0 1 0a x b x s  , 

1 0 1 1 1 2 1c x a x b x s   , 

                                                     (4.1) 

1 1i i i i i i ic x a x b x s    , 

                                                              

1n n n n nc x a x s   . 

Элементы 0, , na a  образуют, таким образом, диагональ матрицы 

A; элементы 0 1, , nb b   – её наддиагональные, а элементы 1, , nc c  – 

поддиагональные элементы.  Остальные элементы матрицы A – заведомо 

нулевые, и в памяти компьютера их не хранят. 

Рассматриваемый ниже метод решения СЛАУ (4.1) – метод про-

гонки – есть такой вариант метода Гаусса, в котором операции выпол-

няются только над ненулевыми элементами трёхдиагональной матрицы, 

причём либо метод ведущего элемента не делается (монотонная прогон-
ка), либо ведущий элемент выбирают в текущей строке (немонотонная 
прогонка). 

Мы приводим здесь, следуя [3,25], лишь алгоритм монотонной 

прогонки (изложение алгоритма немонотонной прогонки можно найти в 

[25]).  Достаточным условием применимости монотонной прогонки яв-

ляется наличие у матрицы A диагонального преобладания; условия диа-

гонального преобладания (см. раздел 1.3) для трёхдиагональной матрицы 

принимают вид: 

0| |a  0| |b   , 

| |ia  | | | | , 1, , 1i ic b i n     ,         (4.2) 

| |na  | |nc   . 

Алгоритм состоит из двух этапов.  На первом этапе (прямой ход 

прогонки) уравнения системы последовательно – по мере возрастания 

индекса  i – преобразуют к виду 

1i i i ix u v x    

(последнее уравнение примет вид n nx u ); на втором этапе (обратный 

ход прогонки) полученные уравнения последовательно решают, причём 

индекс  i теперь последовательно убывает. 
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Приведём расчётные формулы алгоритма. 

I. Прямой ход прогонки. 

1) при 0i   имеем:  0 0 0 0 0 0 0 0, / , /q a u s q v b q    . 

2) при 1, , 1i n  : 

1

1 , ,
i i i i

i i i i i i
i i

s c u b
q a c v u v

q q






     . 

3) при i n : 

1

1 ,
n n n

n n n n n
n

s c u
q a c v u

q






   . 

II. Обратный ход прогонки. 

1) при i n  имеем:  n nx u . 

2) при 1, , 0i n  :  1i i i ix u v x   . 

Число арифметических операций в методе прогонки составляет 8n  

(вместо 3( )O n , как это было при решении СЛАУ общего вида). 

Заметим, что метод прогонки можно интерпретировать [3] как по-

строение LU-разложения матрицы  A .  При этом матрицы U  и L оказы-

ваются двухдиагональными.  У матрицы U  диагональные элементы рав-

ны 1, а наддиагональные – значениям iv ; у матрицы L диагональные 

элементы равны iq , а поддиагональные равны ic  (таким образом, здесь 

унитреугольной оказывается именно матрица U ). 

Следовательно, суть прямого хода состоит в вычислении элемен-

тов iq  и iv  матриц L и U  и одновременном решении СЛАУ Lu s ; суть 

обратного хода – решение СЛАУ  U x u . 

  

4.2. Кусочные многочлены и сплайны 
 

Рассмотрим на отрезке [ , ]a b  числовой прямой  сетку  , т.е. [25] 

упорядоченный набор точек (узлов): 0 1 na X X X b     .  Здесь n – 

число интервалов разбиения, 1n   – число узлов сетки, а 1n   – число её 

внутренних узлов. 

Заданная на [ , ]a b  функция ( )F x  – кусочный многочлен с узлами 

на сетке , имеющий степень m  и дефект r , если на каждом интервале 

разбиения функция ( )F x  совпадает с некоторым алгебраическим много- 
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членом ( )iF x  – i-м звеном кусочного многочлена, причём степень каж-

дого из звеньев не превосходит m , а гладкость самой функции ( )F x  при 

этом не меньше m r , т.е. [ , ]m rF C a b  [3,26]. 

Пусть 
m,r – множество всех охарактеризованных в предыдущем 

абзаце кусочных многочленов.  Это – векторное пространство, размер-

ность которого равна 1 ( 1)m r n    [26].  Для входящих в 
m,r функций 

число m ограничивает сверху возможные значения степеней звеньев, а 

число m r  ограничивает снизу возможную гладкость кусочного много-

члена. 

Каждое звено кусочного многочлена задаётся 1m  коэффициен-

том.  Обычно для i-го звена используют тейлоровское представление: 
2( ) ( ) ( )i i i i i iF x a b x X c x X      ;                   (4.3) 

представление кусочного многочлена F  при помощи набора тейлоров-

ских коэффициентов звеньев называют звенным представлением. 

Звенья кусочных многочленов, будучи обычными многочленами, 

имеют непрерывные производные сколь угодно высокого порядка; по-

этому введённое выше требование к гладкости кусочного многочлена 

относится лишь к внутренним узлам сетки и означает, что в каждом из 

этих узлов он имеет непрерывные производные порядка 0, , m r , 

совпадающие с соответствующими производными примыкающих к дан-

ному узлу звеньев.  Каждое из условий совпадения значений производ-

ных соседних звеньев есть линейное условие, налагаемое на коэффици-

енты звеньев. 

При k m r   k-я производная кусочного многочлена F  имеет, во-

обще говоря, разрыв 1-го рода; производные порядка, большего m, мож-

но в расчёт не брать (для них узлы – устранимые точки разрыва).  По-

этому дефект r  – это число высших производных, которым разрешено 

иметь разрывы 1-го рода во внутренних узлах сетки. 

Таким образом, размерность пространства 
m,r есть сумма размер-

ности пространства m многочленов степени не выше m и числа допу-

стимых разрывов во внутренних узлах. 

Между рассматриваемыми на одной и той же сетке пространствами 

кусочных многочленов при «соседних» значениях m  и r  имеют место 

следующие условия включения: 


m,r  

m,r +1 ,      
m,r  

m+1,r +1 .                       (4.4) 
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Заметим также, что производная кусочного многочлена из про-

странства 
m,r есть кусочный многочлен из пространства 

m–1,r  (т.е. 

при дифференцировании степень и гладкость убывают на единицу, де-

фект же сохраняется). 

Теперь – о сплайнах.  Традиционно сплайн определяют [27] как 

кусочный многочлен дефекта 1 (т.е. это – кусочный многочлен наивыс-

шей гладкости, не сводящийся к обычному многочлену).  Сплайны сте-

пени m образуют векторное пространство 
m,1  размерности n m , при-

чём 
m,1

1 [ , ]mC a b . 

Здесь следует отметить, что распространена и другая терминоло-

гия, когда «сплайнами» называют [3,25] произвольные кусочные много-

члены (здесь мы следовать ей не будем).  При этом – во избежание недо-

разумений – кусочные многочлены дефекта 1 иногда именуют [28] про-

стыми сплайнами. 

Известно также немало типов обобщённых сплайнов, звенья кото-

рых уже не являются алгебраическими многочленами: рациональные, 

экспоненциальные, тригонометрические, гиперболические и другие 

[29,30].  Многие из таких неполиномиальных сплайнов обладают значи-

тельными достоинствами.  Так, применение сплайнов на основе однопа-

раметрических групп диффеоморфизмов [26,30] позволяет гарантировать 

строгую монотонность интерполянта при интерполировании строго мо-

нотонной функции; сплайны по рациональным интерполянтам [31,32] 

обладают свойством безусловной сходимости интерполянтов для произ-

вольной непрерывной функции при стремлении к нулю максимального 

шага сетки; интерполяция сплайнами на основе атомарных функций (U -

сплайнами) обеспечивает [33] получение интерполянтов бесконечной 

гладкости.  Но такие обобщения кусочных многочленов здесь не рас-

сматриваются. 

Одним из простейших примеров сплайнов являются линейные 

сплайны – сплайны из пространства 
1,1 [ , ]C a b . 

Графиком линейного сплайна является ломаная линия, а звенное 

представление имеет вид 

( ) ( )i i i iF x a b x X   .                             (4.5) 

Линейные сплайны хорошо приспособлены для решения основной 

задачи интерполяции.  Последняя состоит в том, что для заданного на 

сетке  набора значений ( ), 0, ,i iF f X i n   требуется построить 

функцию из заранее очерченного класса, принимающую в узлах те же 

значения. 
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В классе 
1,1  интерполянт функции f  всегда существует и един-

ственен, а коэффициенты звеньев даются [25] формулами 

1 1, ( ) / ( )i i i i i i ia F b F F X X     . 

Недостатки такой интерполяции: интерполянт не является гладкой 

функцией, а точность невелика, поскольку при 2
0[ , ]nf C X X  для нор-

мы разности интерполируемой функции и интерполянта (здесь и далее в 

качестве нормы заданной на отрезке функции рассматривается её укло-

нение от нуля, т.е. [3] максимум её модуля на отрезке) справедлива [25] 

оценка 

|| ||f F 
2 (2)2
max 2, || ||

8

M
h M f .                     (4.6) 

Здесь maxh  – максимальный шаг сетки, т.е. наибольшее из расстоя-

ний между её соседними узлами. 

Перейдём к кусочным многочленам степени 3.  Среди них 

наибольшее применение нашли два вида таких многочленов; в обоих 

случаях звенное представление таково: 
2 3( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i iF x a b x X c x X d x X       .     (4.7) 

Эрмитовыми кубическими многочленами называют кусочные 

многочлены из пространства 
3,2

1 [ , ]C a b .  Размерность этого про-

странства равна 2 2n  , и такие кусочные многочлены хорошо приспо-

соблены для решения задачи интерполяции по Эрмиту.  Последняя со-

стоит в том, что для узлов сетки  заданы значения ( )if X  и ( )if X , 

0, ,i n , и требуется построить такую функцию из заранее очерчен-

ного класса, что она сама и её первая производная принимают в узлах 

эти значения. 

В классе 
3,2  эрмитов интерполянт функции f  всегда существует 

и единственен; первые два коэффициента в представлении (4.7) равны 

соответственно ( )i ia f X  и ( )i ib f X , а остальные два можно найти 

[26] по расчётным формулам 

1

1 1, , 2
i i

i i i i

a a
h X X D N b D b

h



 


      ,            (4.8) 

2
,

i

i i

D b N N
c d

h h

 
  .                               (4.9) 
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При интерполяции эрмитовыми кубическими многочленами глад-

кость интерполянта не слишком велика, зато достаточно высока точ-

ность: в случае 4
0[ , ]nf C X X  справедлива [3,25] оценка 

|| ||f F 
4 (4)4
max 4, || ||

384

M
h M f .                    (4.10) 

Как и при интерполяции линейными сплайнами, интерполяция 

здесь является локальной: нахождение коэффициентов звенного пред-

ставления интерполянта осуществляется на каждом интервале разбиения 

независимо. 

Кубическими сплайнами называют кусочные многочлены из про-

странства 
3,1

2 [ , ]C a b .  Размерность этого пространства равна 3n  , 

и это создаёт при интерполяции определённые проблемы. 

Именно, для решения задачи интерполяции по Эрмиту параметров 

явно не хватает; а в случае основной задачи интерполяции (где изна-

чально задают 1n   значение) мы имеем два лишних параметра.  Значит, 

помимо условий интерполирования, надо наложить на коэффициенты 

звенного представления (4.7) ещё два дополнительных условия. 

Обычно эти условия накладывают, стремясь поточнее задать пове-

дение интерполянта на концах отрезка интерполяции. 

Итак: граничные условия для кубического сплайна – это [3] два 

условия, накладываемые на сплайн соответственно на левом и правом 

концах отрезка 0[ , ]nX X  с целью обеспечить единственность решения 

основной задачи интерполяции.  Известно несколько стандартных типов 

граничных условий; здесь мы рассмотрим только один. 

Условия типа I [25]: 0 0( ) ( ), ( ) ( )n nF X f X F X f X     . 

Кубический сплайн, являющийся для функции f  решением основ-

ной задачи интерполяции при дополнительных граничных условиях ти-

па I называется фундаментальным кубическим сплайном функции f . 

 

4.3. Интерполяция кубическими сплайнами 
 

Обсудим вопрос вычисления коэффициентов фундаментального 

кубического сплайна.  Заметим, что в силу условий включения (4.4) 


3 ,1  

3,2 . 

Смысл здесь – такой: если у эрмитова кубического многочлена 

вторая производная, которая может иметь во внутренних узлах разрывы, 

фактически оказалась непрерывной, то мы получаем кубический сплайн. 
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Задача интерполяции фундаментальными кубическими сплайнами 

отличается от задачи интерполяции эрмитовыми кубическими многочле-

нами тем, что условия интерполирования ( )f x  во внутренних узлах сет-

ки заменены условиями непрерывности ( )F x  в этих узлах.  Значит, если 

по заданным значениям iX , ( )i ia f X  ( 0, ,i n ), 0 0( )b f X , 

( )n nb f X , найти коэффициенты ib  ( 1, , 1i n  ), то задача построе-

ния фундаментального кубического сплайна будет сведена к задаче по-

строения эрмитова кубического многочлена, решаемой по формулам 

(4.8)–(4.9). 

Нам осталось рассмотреть порядок нахождения коэффициентов ib , 

называемых наклонами сплайна в узлах, во внутренних узлах. 

Данные коэффициенты находят, решая уравнения для наклонов 

кубического сплайна – систему линейных алгебраических уравнений от-

носительно неизвестных 0 , , nb b .  В распространённом варианте её за-

писи (используют и другие варианты) она имеет [25] вид 
*

0 0 1 0

1 1 1

*
1

2 2 ( ),

2 3( ), 1, , 1,

2 2 ( );

i i i i i i i i i

n n n n

b b f X

b b b D D i n

b b f X

  



  

         

  

,    (4.11) 

где 

1 1

1 1

, , , 0, , 1
i i i i

i i i
i i i i i

a a h h
D i n

h h h h h

 

 


      

 
, 

а * *
0 0n     (при граничных условиях других типов эти два коэффици-

ента отличны от нуля, да и правые части соответствующих уравнений 

видоизменяются). 

Матрица СЛАУ (4.11) является трёхдиагональной.  Для того, чтобы 

при решении данной СЛАУ можно было использовать метод монотон-

ной прогонки (см. раздел 4.1), проверим наличие диагонального преоб-

ладания, т.е. выполнение условий (4.2). 

Так как 1i i   , то условия диагонального преобладания при-

нимают вид 

2  | | | | 1i i i i              , 

и можно взять 1  . 

Учёт граничных условий ничего не изменит: в них диагональный 

элемент равен 2, а внедиагональные члены вообще отсутствуют. 
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Итак, диагональное преобладание имеет место.  Далее, по след-

ствию из теоремы Леви – Деспланка 

cond A 
2 1

3
1

A
 

 


; 

в выкладках учтено, что -норма матрицы равна максимуму 1-норм 

строк. 

Таким образом, задача вычисления наклонов кубического сплайна 

в вычислительном плане очень хорошо обусловлена, а процесс её реше-

ния методом монотонной прогонки устойчив. 

Приведём справедливую при 4
0[ , ]nf C X X  оценку погрешности 

интерполяции фундаментальными кубическими сплайнами [3,25]: 

|| ||f F 
4 (4)4
max 4

5
, || ||

384

M
h M f .                  (4.12) 

По сравнению с оценкой (4.10) для интерполяции эрмитовыми ку-

бическими многочленами здесь множитель 1
384/  заменён на 5

384/ . 

Ясно, что оценка погрешности сейчас должна была получиться ху-

же, поскольку о функции f  информации имеется меньше. 

Заметим, что кубические сплайны нашли широкое применение в 

различных задачах робототехники.  Так, при кинематическом анализе 

манипуляционных роботов весьма часто в виде таких сплайнов задают 

[11,23] либо законы изменения координат в сочленениях робота, либо 

координаты, определяющие положение и ориентацию рабочего органа. 

 

4.4. Применение кубических сплайнов в задаче планирова-

ния траектории автономного летательного аппарата 
 

Интерполяция сплайнами дискретных измерений позволяет перей-

ти от значений характеристик какого-либо процесса, заданных в отдель-

ных точках, к функциям, определённых и на промежутках между точка-

ми измерений.  Непрерывность функций сплайнов и их производных до 

нужного порядка позволяет получать в явном виде решения дифферен-

циальных уравнений движения исследуемого объекта. 

Рассмотрим в качестве примера задачу планирования траектории 

облёта квадрокоптером воздушной линии электропередачи (ЛЭП).  

Необходимо произвести старт летательного аппарата с земли, облететь 

ЛЭП с левой стороны и зависнуть над ней (заключительный этап полёта 

квадрокоптера, включающий [34] его спуск и посадку, сейчас не рас-

сматривается). 
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Законы изменения абсциссы ( )X t  и ординаты ( )Y t  квадрокоптера 

найдём в виде кубических сплайнов. Зададим характерные точки траек-

тории летательного аппарата: значения горизонтальной X  и вертикаль-

ной Y  координат, горизонтальной xV X  и вертикальной yV Y  компо-

нент его скорости в моменты времени , 0, ,4it i   (см. табл. 1).  Роль 

независимой переменной сейчас играет время t . Требованию равенства 

нулю скорости аппарата в начале и в конце манёвра соответствуют гра-

ничные условия типа I (см. табл. 1). 

Таблица 1 

Исходные данные 

в задаче планирования траектории квадрокоптера 

Номер узла i 0 1 2 3 4 

 , cit  0 4 7 12 17 

 ( ), мiX t  3 2 2 6 10 

 ( ), м/cx iV t  0 - - - 0 

 ( ), мiY t  0 7 18 23 22 

 ( ), м/cy iV t  0 - - - 0 

 

По формулам (4.11), составим СЛАУ для наклонов , 0,...,4,ib i   

сплайнов в узлах: 

0 0

0 2 0 2
1 1

1 3 1 3
2 2

2 4 2 4
3 3

4 4

для ( ) : дл

2 0, 2 0,  

3 4 3 49 239
2 , 2 ,

7 7 28 7 7 28

5 3 5 39
2 ,  2 8,

8 8 10 8 8

12 6
2 ,  2 ,

я ( ) :

2 2 5 2 2 5

2 0;  2 0.

i i

b b

b b b b
b b

b b b b
b b

b b b

X t

b
b

b b

Y t

b

 

      

     

    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 











  (4.13) 

Решим полученные СЛАУ методом прогонки: 

 
0 4 1 2

0 34 2

3

1

433 137 192
д

7
, ;

1720 430 1720

52991 11441 2153
, .

15480 3870 1548

ля ( ) : 0, ,

для ( ) : 0,
0

,

i

i

X t b b b b

Y t b b b b

b

b

    





   

 (4.14) 

Отметим, что для получения точного решения можно воспользо-

ваться готовыми инструментами различных математических пакетов – 

например, Mathematica [35] или Maple [36], поддерживающих сим-

вольные преобразования. 
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С учётом (4.7), (4.8), (4.9) найдём кубические многочлены ( )iX t  и 

( )iY t  при 1 [ , ]i it t t   для 0,..,3i   – звенья сплайнов ( )X t  и ( )Y t  

(см. табл. 2). 
Таблица 2 

Результаты решения задачи сплайн-интерполяции: 

звенья кубических сплайнов 

i   ( )iX t  

0 2 33 857 / 6880 427 / 27520t t     

1 2 32 433 /1720 ( 4) 53 / 860 ( 4) 23 / 3096 ( 4)t t t          

2 2 32 137 / 430 ( 7) 221/1720 ( 7) 277 / 43000 ( 7)t t t          

3 2 36 1927 /1720 ( 12) 137 / 4300 ( 12) 33 /1720 ( 12)t t t          

  ( )iY t  

0 2 328279 / 61920 1189 / 247680t t    

1 2 37 52991/15480 ( 4) 3089 / 7740 ( 4) 2953 / 27864 ( 4)t t t          

2 2 318 11441/ 3870 ( 7) 8587 /15480 ( 7) 4217 /129000 ( 7)t t t          

3 2

3

23 2153 /15480 ( 12) 2491/ 38700 ( 12)

4039 / 387000 ( 12)

t t

t

      

  
 

На рис. 4.1 представлена траектория квадрокоптера, построенная 

по звеньям кубических сплайнов (табл. 2). 
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Рис. 4.1. Траектория квадрокоптера 

На рис. 4.2 приведены графики модуля скорости V X Y   

квадрокоптера и модуля его ускорения W X Y  , демонстрирующие 

непрерывный характер изменения указанных величин. 

 

  
а) скорость б) ускорение 

Рис. 4.2. График изменения модулей скорости и ускорения квадрокоптера 
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Проверим правильность нахождения наклонов сплайна ( )X t , ре-

шив соответствующую СЛАУ (4.13) в среде Scilab методом монотон-

ной прогонки. Зададим массивы диагональных, поддиагональных и над-

диагональных элементов матрицы этой СЛАУ, а также массив правых 

частей уравнений: 

--> a_cf = [2; 2; 2; 2; 2]; 

--> b_cf = [0; 4/7; 3/8; 1/2; 0]; 

--> c_cf = [0; 3/7; 5/8; 1/2; 0]; 

--> s_cf = [0; -9/28; 9/10; 12/5; 0]; 

В обозначениях раздела 4.1 a_cf 0 4[ ]a a , b_cf 0 3[ 0]b b , 

c_sf 1 4[0 ]c c , s_cf 0 4[ ]s s . 

Зададим вспомогательные переменные и массивы: 

--> n = size(a_cf, 1); 

--> q = zeros(a_cf); u = q; v = q; 

Прямой ход прогонки: 

--> q(1) = a_cf(1); u(1) = s_cf(1)/q(1); 

--> v(1) =-b_cf(1)/q(1); 

--> for i = 2:(n-1) 

--> q(i) = a_cf(i)+c_cf(i)*v(i-1); 

--> u(i) = (s_cf(i)-c_cf(i)*u(i-1))/q(i); 

--> v(i) = -b_cf(i)/q(i); 

--> end 

--> q(n)=a_cf(n)+c_cf(n)*v(n-1); 

--> u(n) = (s_cf(n)-c_cf(n)*u(n-1))/q(n); 

Теперь выполним обратный ход прогонки и найдём решение 

СЛАУ (массив x): 

--> x = zeros(a_cf); 

--> x(n) = u(n); 

--> for i=(n-1):-1:1 

--> x(i) = u(i)+v(i)*x(i+1); 

--> end 

Выведем на печать значения полученных наклонов сплайна ( )X t : 

--> x' 

 ans  = 

    0.  - 0.2517442    0.3186047    1.1203488    0. 
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Сравним этот результат с точным решением (4.14), записанным в 

массив B 0 4[ ]b b : 

--> B = [0; -433/1720; 137/430; 1927/1720; 0]; 

--> norm(x - B, %inf) 

 ans  = 

    2.220D-16 

Результаты совпадают с точностью до погрешностей выполнения 

арифметических операций на компьютере. 

Отметим, что в среде Scilab есть встроенные средства для реше-

ния задачи интерполяции кубическими сплайнами. Продемонстрируем 

их работу. Зададим исходные данные для получения сплайна ( )X t  – мас-

сивы времён dataT и координат dataX (табл. 1):  

--> dataT = [0 4 7 12 17];  

--> dataX = [3 2 2 6 10]; 

Горизонтальные скорости в начале и в конце манёвра: 

--> Vx_s = 0; Vx_f = 0; 

Применим функцию splin с опцией "clamped" для вычисления 

наклонов сплайна ( )X t  при граничных условиях I типа, имеющих в рас-

сматриваемом примере вид (0)X  Vx_s, (17)X   Vx_f : 

--> bX = splin(dataT, dataX, "clamped", [Vx_s,Vx_f]) 

 bX  = 

    0.  - 0.2517442    0.3186047    1.1203488    0.  

Зададим массив из 100 промежуточных точек, равномерно разме-

щённых на отрезке [0, 17]: 

--> t = linspace(0,17,100); 

С помощью функции interp вычислим массив значений сплайна 

в промежуточных точках: 

--> X = interp(t, dataT, dataX, bX);  

Построим график интерполянта и наложим на него узловые точки 

траектории (см. рис. 4.3): 

--> plot(t, X); plot(dataT, dataX, 'ko'); 
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Рис. 4.3. График сплайна, определяющего закон изменения горизонтальной ко-

ординаты квадрокоптера 

Упражнение. Самостоятельно решите задачу построения сплайна 

( )Y t  в среде Scilab. Вычислите массив Y его значений в промежуточ-

ных точках и постройте траекторию квадрокоптера (plot(X, Y)). 

Завершая данный раздел, отметим, что выполненные по схеме 

квадрокоптера автономные летательные аппараты, оснащённые интел-

лектуальными бортовыми системами автоматического управления, в по-

следнее время всё шире применяются при дистанционном мониторинге 

технического состояния ЛЭП [37]. 
 
 

 

Контрольные вопросы и задания 
 

1. Запишите основные расчётные соотношения для метода моно-

тонной прогонки.  Для решения какого класса СЛАУ подходит этот ме-

тод?  Как связан метод монотонной прогонки с методом LU-разложения? 

2. Дайте определение кусочного многочлена, дефекта кусочного 

многочлена и звена кусочного многочлена.  Что такое звенное представ-

ление кусочного многочлена? 

3. Какие кусочные многочлены называют сплайнами? 

4. В чём состоит основная задача интерполяции?  Каков порядок её 

решения с помощью линейных сплайнов? 

5. В чём состоит задача интерполяции по Эрмиту?  Какой порядок 

её решения с помощью эрмитовых кубических многочленов? 

6. Что такое кубический сплайн?  Какова степень его гладкости? 

7. Что такое граничные условия для кубического сплайна?  Какова 

их роль в решении основной задачи интерполяции с помощью кубиче-

ских сплайнов?  В чём состоят граничные условия I типа? 
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8. Опишите алгоритм решения основной задачи интерполяции ку-

бическими сплайнами с граничными условиями типа I. 

9. Какой вид имеют уравнения наклонов кубического сплайна?  

Почему процесс их решения методом монотонной прогонки устойчив? 

10. С помощью метода монотонной прогонки решите СЛАУ 

Ax b , где 

 

16 4 0 0 28

4 33 8 0 41
, .

0 4 15 4 22

0 0 4 33 25

A b

   
   
    
    
   

    

  

 

 

 

 
 

 

Заключение 
 

В данном учебном пособии рассмотрены методы решения СЛАУ, 

использующие основные матричные разложения: Холецкого, 

LU-разложения без выбора и с частичным выбором ведущего элемента, 

QR-разложения (методы вращений и отражений), SVD-разложения. От-

дельно рассмотрены задачи нахождения нормальных решений и псевдо-

решений СЛАУ произвольного вида, решения СЛАУ с трёхдиагональной 

матрицей методом монотонной прогонки. 

Также рассмотрены задачи приближения функций по методу 

наименьших квадратов и интерполяции кубическими сплайнами, в кото-

рых возникает необходимость решения СЛАУ специальных классов. 

Изложенные методы применены для решения прикладных задач 

механики и робототехники: обратной задачи о скоростях избыточного 

манипулятора, планированию траектории автономного летательного ап-

парата методом сплайн-интерполяции, решению системы уравнений ма-

лых свободных колебаний линейной консервативной системы с конеч-

ным числом степеней свободы, а также идентификации параметров вы-

нужденных колебаний механической системы (чувствительного элемен-

та гироскопа). 

Приведены примеры решения задач с использованием рассмотрен-

ных методов в среде Scilab. 
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