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µ�¶·��¸	
�¶ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � S
¹¸ � 
 � H� º»¼½¾»¿À¾½¼ÁÂ¿¿Ã» Ä½ÂÅÃ � � � � � � � � � � � � � � � � � L
H�H�Æ�·�Ç� � ·��È¶É� Ê��Ë�� ÌÍ¸¶�	
� Î¶ÏÐ � � � � � � � � � � � � � � � J
H�Q�Æ¶Ñ¶��ÒÍ Ê��Ë � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HNH�N�Ó�	È�É�Ô¶�Õ�Í Ï	¸��	È � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HL
H�S�Æ��ÊÖÏ	¸��	È Ê��Ë� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � QHH�G�×�Õ¸Ò � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � QS
¹¸ � 
 � Q� Ø½¾»¿À¾½¼ÁÂ¿¿Ã» Ä½ÂÅÃ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � QIQ�H����Ù�ÇÉÒ 
 	�Ê��Ë¶ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NOQ�Q�Ú���Û�É�
�	¶ Û�ÈÒÕ���¶ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NQQ�N��	ÈÏ	�¶�ÉÒ ��¸Ð�	Í �
ÜÛ�	�É� Ê��Ë� � � � � � � � � � � � � � � � � � NJ
¹¸ � 
 � N� Ý»½»ÁÞß � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � SHN�H�×¶�É�	�· ·¶�¶
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � SHN�Q�F¶�ÜÉ�Ô��Ü Õ	·��	
Õ� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � SNN�N��	·��	
Õ� µ�àË¶�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � SJN�S�Æ��Ï�Õ	
Õ� Õ	·� µ�àË¶�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � GHN�G��	·��	
Õ� ¹�ÏÉ� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � GGN�L�Æ��Ï�Õ	
Õ� Õ	·� ¹�ÏÉ� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � GJ
¹¸ � 
 � S� áâÄ¼½¾ÀãÃ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � GI
S�H����ÉÔ�ÍÙ�Í ÏÇÉÐ 
 	�Ê��Ë¶ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � GIS�Q�µ	É	Õ 
 �¶É� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � LNS�N�Ú	Ï	¸	Ê�Ô¶�Õ�Ü �	�É��	
Õ� �¶É� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � LJS�S�µ��	�	Ô¶É���¶ 
 ·
Ç·	¸Ð�	È Ê��Ë¶ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � JOS�G� ä�·�Ô� 	 ��Û��Ô¶��Üå � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � JSS�L�æ�É	
 ���È¶�ÐÙ¶Ê	 
¶�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � JMS�J�¹�È�¸ÐÉ	�	
Ò Î�Õ¸Ò � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MSS�M� ä�·�Ô� Õ	ÈÈ�
	Üç¶�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MM
¹¸ � 
 � G� èéêëìíî½¼Ä½ÂããÃ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IL
G�H�Æ�·�Ç� � ·��È¶É� Ê��Ë� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ILG�Q�Æ¶Ñ¶��ÒÍ Ê��Ë � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HOOG�N�Ó�	È�É�Ô¶�Õ�Í Ï	¸��	È � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HOQ
G�S�Æ��ÊÖÏ	¸��	È Ê��Ë� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HONG�G�×�Õ¸Ò 
 �¶	Ê��Ë¶ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HOS



� ïðñòóôõö÷ò
G�L���É��Î� ��Î�·¶�É�	�É� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HOGG�J�Ú���Û�É�
�	¶ Û�ÈÒÕ���¶ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HOLG�M��	ÈÏ	�¶�ÉÒ ��¸Ð�	Í �
ÜÛ�	�É� Ê��Ë� � � � � � � � � � � � � � � � � � HOMG�I�µÇÉ� 
 	�Ê��Ë¶ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HHQG�HO�øÛ	Ñ��ç¶��¶ 	�Ê��Ë� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HHNG�HH����ÉÔ�ÍÙ�Í ÏÇÉÐ 
 	�Ê��Ë¶ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HHGG�HQ�×¶�É�	�· ·¶�¶
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HHMG�HN�F¶�ÜÉ�Ô��Ü Õ	·��	
Õ� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HHIG�HS�Æ��Ï�Õ	
Õ� ·¶�ÜÉ�Ô�	Ê	 Õ	·� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HQHG�HG��	·��	
Õ� µ�àË¶�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HQNG�HL�Æ��Ï�Õ	
Õ� Õ	·� µ�àË¶�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HQSG�HJ��	· ¹�ÏÉ� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HQLG�HM�Æ��Ï�Õ	
Õ� Õ	·� ¹�ÏÉ� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HQJG�HI�µ	É	Õ 
 �¶É� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HQIG�QO�Ú	Ï	¸	Ê�Ô¶�Õ�Ü �	�É��	
Õ� �¶É� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HNQG�QH�µ��	�	Ô¶É���¶ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HNSG�QQ�ä�·�Ô� 	 ��Û��Ô¶��Üå � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HSHG�QN�æ�É	
 ���È¶�ÐÙ¶Ê	 
¶�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HSGG�QS�ùÇ�·�È¶�É�¸Ð�Ò¶ Î�Õ¸Ò � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HSIG�QG�¹�È�¸ÐÉ	�	
Ò Î�Õ¸Ò � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HGOG�QL��Ç��
Ð��ÒÍ �¸Ê	��ÉÈ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HGNG�QJ�ú¸Ê	��ÉÈ 	Éç�Ê� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HGMG�QM�æ��	
�Ò¶ ËÇ�ÕÎ�� Ï�Õ¶É� ûìüýþÿ�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � HLH�Ï��	Õ ¸�É¶��ÉÇ�Ò � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HLJµ�¶·È¶É�ÒÍ � �È¶��	Í ÇÕ�Û�É¶¸Ð � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HLI
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Ú¶	��Ü Ê��Ë	
 + 	·�� �Û ��Û·¶¸	
 �	
�¶È¶��	Í È�É¶È�É�Õ�«�È¶à,�Í Ñ	¸ÐÙ	¶ Ï��Õ¸�·�	¶ Û��Ô¶��¶� µ�	Ñ¸¶ÈÒ 	ÏÉ�È�Û�Î�� É¶ÏÖ¸	
Òå« Ê�Û	
Òå � -¸¶ÕÉ��Ô¶�Õ�å �¶É¶Í« 
	Ï�	�Ò �	
¶�Ù¶��É
	
���Ü�¸Ê	��ÉÈ	
 � �	Û·���¶ �	
Òå å�È�Ô¶�Õ�å �	¶·��¶��Í �
ÜÛ��Ò � ËÇ�Ö·�È¶�É�¸Ð�ÒÈ� �
	Í�É
�È� É�Õ�å �Ñ�É��ÕÉ�Òå È�É¶È�É�Ô¶�Õ�å 	Ñ.Ö¶ÕÉ	
« Õ�Õ Ê��ËÒ� F	¸Ê	¶ 
�¶ÈÜ Û�·�Ô� É¶	��� Ê��Ë	
 �¶Ù�¸��Ð
�ÇÔ�Çà« � Ï	Ü
¸¶��¶È Õ	ÈÏÐàÉ¶�	
 Ï	Ü
�¸��Ð 
	ÛÈ	ç�	�ÉÐ ��Ï�Ö����Ü �Ï¶Î��¸Ð�Òå Ï�	Ê��ÈÈ �� �¸Ê	��ÉÈ�Ô¶�Õ�å ÜÛÒÕ�å� µ	Û·�¶¶Ï	Ü
�¸��Ð Ï�Õ¶ÉÒ ���¸�É�Ô¶�Õ�å 
ÒÔ��¸¶��Í /01234015ª0«/67869
:I;« /012ª0< :QL; � =>?@A :M;« Ï	Û
	¸Üà,�¶ 
ÒÏ	¸�ÜÉÐ ���¸�É�Ô¶�Õ�¶��È
	¸Ð�Ò¶ Ï�¶	Ñ��Û	
���Ü�F¸Ü �¶Ù¶��Ü Û�·�Ô« 	Ñ.¶ÕÉ�È� Õ	É	�ÒåÜ
¸ÜàÉ�Ü Ê��ËÒ« -É� Ï�Õ¶ÉÒ Ï�	�É	 �¶Û�È¶��ÈÒ� B ���É¶È¶ =>?@A
¶�ÉÐ ¶,¶ � �Ï¶Î��¸�Û��	
����Ü Ñ�Ñ¸�	É¶Õ� CDEFGHIJ« �	�É�
¸¶���Ü �Û	Ï¶��É	�	
 ·¸Ü ��Ñ	ÉÒ � Ê��Ë�È�� Ú�Õ�å 	Ï¶��É	�	
 �¶È�	Ê	 + 
�¶Ê	LL« � Ô��¸	 -É	 
 =>?@A �¶ È¶�Ü¶É�Ü 	É 
¶���� Õ 
¶���� K � µ	Ü
�¸��ÐÏ�	Ñ¸¶È� + 	Ï���ÉÐ Ï�Õ¶É CDEFGHIJ � ·�ÉÐ Ï��È¶�Ò �¶Ù¶��Ü Û�·�Ô �¶Ê	 Ï	È	,Ðà� Æ¶Ù¶��à -É	Í Ï�	Ñ¸¶ÈÒ � Ï	�
Ü,¶�� ·����Ü Õ��Ê��B Ï¶�
	Í Ô��É� Õ��Ê� ·��Ò �
¶·¶��Ü �Û É¶	��� � �¶Ù¶��Ü �¶Õ	ÖÉ	�Òå 	��	
�Òå Û�·�Ô É¶	��� Ê��Ë	
� B	 
É	�	Í Ô��É� �	·¶�ç�ÉÖ�Ü Ê	É	
Ò¶ Ï�	Ê��ÈÈÒ« ��Û��Ñ	É���Ò¶ �
É	�	È Õ�Õ � Ï��
¸¶Ô¶��¶È	Ï¶��É	�	
 � Õ	È��· Ï�Õ¶É� CDEFGHIJ« É�Õ � �¶Ù¶��Ò¶ �¶Û�
���ÈÒÈ	Ñ��Û	È �� ÜÛÒÕ¶ =>?@A� B �
ÜÛ� � ÇÏ	È�����¶È ÜÛÒÕ� Ï�¶·�É�
¸¶��ÜÏ�	Ê��ÈÈ �¸¶·Ç¶É Ç·¶¸�ÉÐ �¶È�	Ê	 
��È���Ü Ñ�Ñ¸�	Ê��Ë�Ô¶�Õ	ÈÇ	ÑÛ	�Ç� F¶¸	 
 É	È« ÔÉ	 
	 È�	Ê�å Õ��Ê�å � ÇÔ¶Ñ��Õ�å Ï	 ·��Õ�¶É�	ÍÈ�É¶È�É�Õ¶ ·��Ò É¶Õ�ÉÒ Ï�	Ê��ÈÈ� æ·��Õ	 Ï	Ü
�¸��Ð É¶�·¶�Î�Ü Ï¶ÖÔ�É�ÉÐ �å �� �¶Õ	É	�	È È¶�É
	È Ç�¸	
�	È ÜÛÒÕ¶« Ï	å	ç¶È �� L0Mª0N�� �	ç�¸¶��à« 	Ô¶�Ð Ô��É	 É�Õ�¶ Ï�	Ê��ÈÈÒ Ï¸	å	 Ô�É�àÉ�Ü« É�Õ Õ�Õ�¶Õ	É	�Ò¶ OÕ	È��·ÒP Ï	�ÜÉ�Ò É	¸ÐÕ	 ·¸Ü Ï	�
Ü,¶��Òå Q	ÑÒÔ�	

R S:`azqra u l�kq mw l�kxzj @qoy�q tqdx`��qzr�cx oTkm �x z�k�r tqd�x��qzrmjU �8z�a` Va�oyk�jWXa BCC� pqk tqzoxk��� dx`zm� u ����� {Cj



� Yóòñ÷Z[ð\÷ò
-É	 �
É	� Õ��Ê�]� µ��ÜÉ�ÒÈ ��Õ¸àÔ¶��¶È Ü
¸ÜàÉ�Ü Õ��Ê� äÇÑ	
�B���« ^¶
Ô¶�Õ	 ø�B� :HH; � 	ÉÔ��É� Õ��Ê� ø
��	
� P��� :HN;� ���Ê� Ï�	Ê��ÈÈ�È� Ï	 ·��Õ�¶É�	Í È�É¶È�É�Õ¶ �� ÜÛÒÕ¶ =>?@A �¶É« �«
¶�	ÜÉ�	« -É	 �Û·���¶ Ü
¸Ü¶É�Ü Ï¶�
ÒÈ�B Õ��Ê¶ 	Ï����Ò Ï	ÔÉ� 
�¶ Õ	È��·Ò � Ï�	Î¶·Ç�Ò Ï�Õ¶É� É¶	���Ê��Ë	
 CDEFGHIJ� ø�Õ¸àÔ¶��¶ �	�É�
¸ÜàÉ É	¸ÐÕ	 
¶�	ÜÉ�	�É�Ò¶ Û�Ö·�Ô� �� Ê��Ë�å� ��	È¶ É	Ê	« ·	Ñ�
¸¶�Ò �¶Õ	É	�Ò¶ �	
Ò¶ �	Ñ�É
¶��Ò¶Ï�	Î¶·Ç�Ò� B Ô��É�	�É�« 

¶·¶�� Ï�	Î¶·Ç�� ���	
���Ü 	�Ê��Ë�� µ��
ÒÑ	�¶ �É�¸Ü Ï�	Ê��ÈÈ��	
���Ü �
É	� ·	Ñ�
�¸�Ü Ü��	�É� �Û¸	ç¶��Ü�¸Ê	��ÉÈ�« ��	Ê·� ·�ç¶ 
 Ç,¶�Ñ Õ��ÉÕ	�É� � �Õ	�	�É� ��Ñ	ÉÒ Ï�	ÖÊ��ÈÈÒ� �	
¶�Ù¶��É
	
���¶ Ï�	Ê��ÈÈ Ï�¶·¸�Ê�¶É�Ü Ô�É�É¶¸ÜÈ« É¶ÈÑ	¸¶¶« ÔÉ	 ·����Ü Õ��Ê� + ÇÔ¶Ñ��Õ« � ÇÔ�ÉÐ�Ü ¸ÇÔÙ¶ 
�¶Ê	« Ï�	Ê��ÈÖÈ��ÇÜ ��È	ÈÇ � ÇÑ¶ç·�Ü�Ð« ÔÉ	 OÈ	Ü Ï�	Ê��ÈÈ� ¸ÇÔÙ¶_P� `¶¸�¶ÈÔ�É�É¶¸ÜÈ Ç�Ï¶å	
 
 -É	È_
ú
É	� Ñ¸�Ê	·���É �ÉÇ·¶�É	
 �ÌøQÚE] ú¸¶Õ���·�	
� B�ú�« E¸ÐÜÖ�	
� Æ�B� � �ÇÉÜÏ	
� ú�B� Û� Ï�	Ê��ÈÈÒ HG« HL« HI« QO« QM � NQ�Ñ	���Õ��
ú�å�
 
�¶å É¶Õ�É	
 Ï�	Ê��ÈÈ �Û Õ��Ê� È	ç�	 
ÛÜÉÐ �� ��ÍÉ¶�
É	�� 211abccdef�3gahi3i10�je�
ú
É	� ÑÇ·¶É Ñ¸�Ê	·��¶� 
�¶È« ÕÉ	 Ï��Ù¸¶É �
	� Û�È¶Ô���Ü 	Õ��Ê¶ Ï	 �·�¶�Ç 4a35QOOSkl0i<3g�je�
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opqrspotsrquvoowp xrvyw

Øz¿¼Á¿Ã» ¼î½»{»â»¿¾ß| }~�� G(V, E) + �	
	ÕÇÏ�	�ÉÐ ·
Çå
È�	ç¶�É
b 
¶�Ù�� V � �¶Ñ¶� E

« È¶ç·Ç Õ	É	�ÒÈ� 	Ï�¶·¶¸¶�	 	É�	ÖÙ¶��¶ ��Î�·¶�É�	�É�� ��ç·	¶ �¶Ñ�	 e �Û E ��Î�·¶�É�	 �	
�	 ·
ÇÈ
¶�Ù���È« v′ � v′′
« Õ	É	�Ò¶ 	�	 �	¶·��Ü¶É� µ�� -É	È 
¶�Ù��� v′ ��¶Ñ�	 e ��ÛÒ
�àÉ�Ü ������������ ·�ÇÊ ·�ÇÊÇ« � 
¶�Ù��Ò v′ � v′′��ÛÒ
�àÉ�Ü ��������� ���É	 Ï�ÙÇÉ v′

«
v′′ �Û G � e �Û G

� µ���ÜÉ	
	Ñ	Û��Ô¶��¶ n ·¸Ü Ô��¸� 
¶�Ù�� Ê��Ë� QÈ	,�	�ÉÐ È�	ç¶�É
� V ]b
|V (G)| = n

« � m ·¸Ü Ô��¸� ¶Ê	 �¶Ñ¶�b |E(G)| = m
� ¹	
	�ÜÉ« ÔÉ	 Ê��Ë

G ¶�ÉÐ (n, m) Ê��Ë« Ê·¶ n + ��~���� Ê��Ë�«m + ~����~ Ê��Ë����¸� 
�¶ �¶Ñ�� (v1, v2)
Ê��Ë� �¶	��¶�É��	
���Ò¶« É�¶� Ï��Ò 
¶�ÖÙ��« 	Ï�¶·¶¸Üà,�¶ -¸¶È¶�ÉÒ È�	ç¶�É
� E

« �¶ÇÏ	�Ü·	Ô¶�Ò« É	 É�Õ	Í
Ê��Ë ��ÛÒ
�¶É�Ü �¶	��¶�É��	
���ÒÈ Ê��Ë	È« �¸� ����~�������~�~�� + Ï	�¸¶·	
�É¶¸Ð�	�ÉÐ �¶Ñ¶�« 
 Õ	É	�	Í Õ�ç·Ò¶ ·
�
�	�¶·��å �¶Ñ�� �È¶àÉ 	Ñ,Çà 
¶�Ù��Ç����Ù�ÇÉ 
 �¶	Ê��Ë¶« 
 Õ	É	�	È 
�¶ �¶Ñ�� ��Û�Ò¶« + �����¹��Ë ������« ¶�¸� ¸àÑÒ¶ ·
¶ 
¶�Ù��Ò �	¶·��¶�Ò å	ÉÜ ÑÒ 	·��È
È��Ù�ÇÉ	È� ���¸	 �¶Ñ¶� È��Ù�ÇÉ� 	Ï�¶·¶¸Ü¶É ¶Ê	 ·¸��Ç�×¶ÏÐ 
 Ê��Ë¶ ��ÛÒ
�¶É�Ü ��������~���� Q-Í¸¶�	
	Í]« ¶�¸� 	��
�	·¶�ç�É 
�¶ �¶Ñ�� � 
�¶ 
¶�Ù��Ò Ê��Ë��Æ¶Ñ��« ��Î�·¶�É�Ò¶ 	·�	Í Ï��¶ 
¶�Ù��« ��ÛÒ
�àÉ�Ü Ï���¸¸¶¸ÐÖ�ÒÈ� �¸� �~�������¹��Ë � Õ��É�ÒÈ� �¶Ñ��È� ��ÛÒ
�¶É�Ü �������~�����Æ¶Ñ�	 (v, v) ��ÛÒ
�¶É�Ü ������ QÕ	�Î¶
Ò¶ 
¶�Ù��Ò �	
Ï�·�àÉ]�¹��Ë« �	·¶�ç�,�Í Ï¶É¸� Q� Õ��É�Ò¶ �¶Ñ��]« ��ÛÒ
�¶É�Ü �������~������������� <3�

(v) 
¶�Ù��Ò + Ô��¸	 �¶Ñ¶�« ��Î�·¶�É�Òå v
� � ����~���� ����� �������� ���� ��~��� ~���� ����������  ���� ~�¡�~ Q̧ ¶ÈÈ�

	 �ÇÕ	Ï	ç�É�Üå]b
n

∑

i=1

<3�
(vi) = 2m.

µ¶É¸Ü ·�¶É 
Õ¸�·« ��
�ÒÍ Q« 
 �É¶Ï¶�Ð 
¶�Ù��Ò���������� ������������������ + Ï	�¸¶·	
�É¶¸Ð�	�ÉÐ �É¶Ï¶�¶Í

�¶å 
¶�Ù�� Ê��Ë�« Û�Ï������Ü 
 	Ï�¶·¶¸¶��	È Ï	�Ü·Õ¶ QÏ	 
	Û���ÖÉ���à �¸� ÇÑÒ
���à]�



� ¢òðó÷òö£÷óð\õöö¤ò ¥óõ¦¤ _oada {
���~��� ��������� Ê��Ë� + Õ
�·��É��Ü È�É��Î� A Ï	�Ü·Õ� n

«
Ê·¶ -¸¶È¶�É aij

��
¶� Ô��¸Ç �¶Ñ¶�« �	¶·��Üà,�å 
¶�Ù��Ò i � j
�

� Ê��Ë	È �
ÜÛÒ
�àÉ É�Õç¶ È�É��ÎÇ ������������� I
� ���¸	

�É�	Õ -É	Í È�É��ÎÒ ��
�	 Ô��¸Ç 
¶�Ù��« Ô��¸	 �É	¸ÑÎ	
 + Ô��¸Ç
�¶Ñ¶�§ ive = 1

« ¶�¸� 
¶�Ù��� v ��Î�·¶�É�� �¶Ñ�Ç e § 
 Ï�	É�
�	È �¸ÇÔ�¶
ive = 0

� B Õ�ç·	È �É	¸ÑÎ¶ È�É��ÎÒ ��Î�·¶�É�	�É� Ï�	�É	Ê	 Ê��Ë�
QÑ¶Û Ï¶É¶¸Ð � Ñ¶Û Õ��É�Òå �¶Ñ¶�] �	·¶�ç�É�Ü Ï	 ·
¶ ¶·���ÎÒ� ���¸	
¶·���Î 
 �É�	Õ¶ ��
�	 �É¶Ï¶�� �		É
¶É�É
Çà,¶Í 
¶�Ù��Ò�¹��ËH(V1, E1)

��ÛÒ
�¶É�Ü ����~���� Ê��Ë�G(V, E)
« ¶�¸� V1 ⊆ V

«
E1 ⊆ E

� ��¸� V1 = V
« É	 Ï	·Ê��Ë ��ÛÒ
�¶É�Ü ��������¨©��������� ��������� Ê��Ë� + È�Õ��È�¸Ð�ÒÍ Ï	 
Õ¸àÔ¶��à


¶�Ù�� � �¶Ñ¶� �
ÜÛ�ÒÍ Ï	·Ê��Ë�ª��� Ê��Ë� ν∗ = n − k
« Ê·¶ k + Ô��¸	 Õ	ÈÏ	�¶�É �
ÜÛ�	�É� * �«�~��� + �
ÜÛ�ÒÍ Ê��Ë« �	·¶�ç�,�Í n − 1 �¶Ñ�	 K �

¬­¬­ °®��¯� � ��®°�±� ²�®³®­ ´µ	��
�® ¶�·¸
BÒÔ��¸¶��¶ ����É	Ü��Í � 	Ï�¶·¶¸¶��¶ È��Ù�ÇÉ	
 
 Ê��Ë¶ Ü
¸ÜÖàÉ�Ü 	·�	Í �Û ���Ñ	¸¶¶ 	Ô¶
�·�Òå � Ï��ÕÉ�Ô�Òå Û�·�Ô �� Ê��Ë¶� �

	·�	Í �Û É�Õ�å Û�·�Ô ��Ô�¸��Ð É¶	��Ü Ê��Ë	
 ¹ �B
¶·¶È �¶Õ	É	�Ò¶ �¶	Ñå	·�ÈÒ¶ 	Ï�¶·¶¸¶��Ü�º������~������ 
¶�Ù��Ò Ê��Ë� + ����É	Ü��¶ ·	 È�Õ��È�¸Ð�	
Ç·�¸¶��	Í 	É �¶¶ 
¶�Ù��Ò�ª����� Ê��Ë�+ È���È�¸Ð�ÒÍ -Õ�Î¶�É����É¶É 
¶�Ù��« � ������~
Ê��Ë� + È�Õ��È�¸Ð�ÒÍ -Õ�Î¶�É����É¶É 
¶�Ù���»���~ Ê��Ë� 	Ñ��ÛÇàÉ 
¶�Ù��Ò« Ç Õ	É	�Òå -Õ�Î¶�É����É¶É ��
¶�
��·�Ç�Ç� ×¶�É� Ê��Ë� È	ç¶É �	�É	ÜÉÐ �Û 	·�	Í« �¶�Õ	¸ÐÕ�å �¸� 
�¶å

¶�Ù�� Ê��Ë��¼�~���~����� 
¶�Ù��Ò �È¶àÉ -Õ�Î¶�É����É¶É« ��
�ÒÍ ·��È¶É�Ç�
µ�	�É�Ü Î¶ÏÐ � ·¸��	Í« ��
�	Í ·��È¶É�Ç Ê��Ë�« ��ÛÒ
�¶É�Ü ����

���~�������½»¼½»ãÂ ¾| � ������� �~��� ������~ �� ¡����� ~���� ��� ����
~��� ���������¨½»¼½»ãÂ ¿ Q̀ 	�·��� À ]| ©����� ��~��� ����� ����~Á �������
Â�� �� ����� ��� ���� ������� ��~����

R;xomlm�a ν∗ = n − k �awcdaxrz� ra��x �q�m�omlxz�ms `a�pqs p`abaÃ{CÄjÅazrq `a�p p`aba zd�wcdaxrz� z `a�pqs sar`m�c zsx��qzrm �&fÆÇ G =&fÆÇ A�j È�kxs t`mkx`�mdaryz� rx`sm�qoqpmmn t`m��rq� d �����v &fÆÇG =
= ν∗ = n − k jW�qk`q��xx zsj zj �{jÉ?akala Aj Ê�ox`a q �x�mpz�x`pz�m� sqzra� �{D�� pj� Ã�CÄjËÌÍ&)fÆ Îj
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½»¼½»ãÂ Ø| Ù��� ������~ ��~���  �����Á �� ��~��� ����� �����

�������� ����~ � ��� ������~������ ���� �~������  �~�� ����Á
���� ������~ �� �����Á �� ����~�� ��� � ��� ������~������ ����
����~��� ~�¡~�Á �� �������ÚÂ��¨
æÔ¶
�·�	 Ï��ÕÉ�Ô¶�Õ	¶ Û��Ô¶��¶ Î¶�É�� Ê��Ë�� ��¸�« ��Ï��È¶�«

�¶ÔÐ �·¶É 	 Ê��Ë¶ ·	�	Ê � 
¶�Ù���È�ÖÊ	�	·�È�« É	 
 È�É¶È�É�Ô¶�Õ	È
Î¶�É�¶ Î¶¸¶�		Ñ��Û�	 ��ÛÈ¶,�ÉÐ �·È����É��É�
�ÒÍ Î¶�É�« �Õ¸�·�Õ�¶
Ï	È¶,¶��Ü � É�Ï� * B ·���	Í Û�·�Ô¶ ����É	Ü��¶ 	Î¶��
�¶É�Ü 
 Ô��¸¶
�¶Ñ¶�� ÌÉ	É ç¶ �¸Ê	��ÉÈ È	ç�	 Ï��È¶�ÜÉÐ � ·¸Ü 
Û
¶Ù¶��	Ê	 Ê��Ë�«
Ê·¶ ����É	Ü��Ü + -É	 
¶�� �¶Ñ¶�� B Õ�Ô¶�É
¶ 
¶�� È	ç�	 Ñ��ÉÐ ¶
Õ¸�Ö
·	
Ò ����É	Ü��Ü Q·¸Ü ���������� Ê��Ë	
 � 
¶�Ù���È�« Ü
¸Üà,�È��Ü
É	ÔÕ�È� �� Ï¸	�Õ	�É� �¸� 
 Ï�	�É����É
¶]« 
�¶ÈÜ �¸� �É	�È	�ÉÐ
Ï¶�¶·
�ç¶��Ü È¶ç·Ç ÏÇ�ÕÉ�È�� F¸Ü �¶�
ÜÛ�Òå Ê��Ë	
 
 ÇÕ�Û���	È
�ÈÒ�¸¶ Î¶�É� �¶ 	Ï�¶·¶¸Ü¶É�Ü�F¸Ü Ï�	
¶�Õ� �Ç,¶�É
	
���Ü -Í¸¶�	
	Í Î¶Ï� ��Ï	¸ÐÛÇ¶É�Ü �Û
¶�ÉÖ
��Ü É¶	�¶È��

½»¼½»ãÂ Û QÌÍ¸¶�� K ]| �������~�� �¡������ ����~���� ����Ú
����� � ������ �����Á ����� �� ������ �  ���� ��~��� �� �����
������� ~���� O ��� Q�

B¶�Ù��Ò �¶Ô¶É�	Í �É¶Ï¶�� 
 -É	Í É¶	�¶È¶« 	Ô¶
�·�	« Ü
¸ÜàÉ�Ü
��Ô�¸	È � Õ	�Î	È Î¶Ï�� ��¸� É�Õ�å 
¶�Ù�� �¶É« É	 -Í¸¶�	
� Î¶ÏÐ
�É��	
�É�Ü ����~���� ������� ¹��Ë« 	Ñ¸�·�à,�Í -Í¸¶�	
ÒÈ Î�ÕÖ
¸	È« ��ÛÒ
�¶É�Ü ����~����� ä�È¶É�È« ÔÉ	 
 Û�·�Ô¶ 	 Õ¶��Ê�Ñ¶�Ê�Õ�å
È	�É�å ��ÛÒ�Õ�
�¸�Ü �È¶��	 -Í¸¶�	
 Î�Õ¸ + Ï	 Ç�¸	
�à É�¶Ñ	
�¸	�Ð
Ï�	ÍÉ� Ï	 
�¶È �¶È� È	�É�È Ê	�	·� �¶��Ê�Ñ¶�Ê� ¹ Ô¶�¶Û �¶ÕÇ µ�¶Ê	¸Ð
Ï	 	·�	ÈÇ ��ÛÇ � 
¶��ÇÉÐ�Ü Õ ��å	·�	Í É	ÔÕ¶����Ü·Ç � -Í¸¶�	
ÒÈ� Î�Õ¸�È� :NO; Ï�¶·�É�
¸ÜàÉ ��É¶�¶� Ê�È�¸ÐÖ
É	�	
Ò Î�Õ¸Ò + Ï�	�ÉÒ¶ Î�Õ¸Ò« Ï�	å	·Ü,�¶ Ô¶�¶Û 
�¶ 
¶�Ù��Ò
Ê��Ë� À �ä �· �Ô �� ��ÍÉ� ��·�Ç� r

« ·��È¶É� d � Î¶�É� Ê��Ë� Q���� H�H]�µ�	
¶��ÉÐ ��¸�Ô�¶ -Í¸¶�	
	Í Î¶Ï��

RÜ÷óZõöð\ Ý�¢� 7arxsarmlxz�m� �x�r` sqz�qdz�qpq sxr`q ÞÞßàgÍÆiÆáfâ&Íj 7arxsarm�a d t`moq�x�m��j BCC�j ã����jWßähi& åjÉ9x�laz ærq pj :aom�m�p`akjË�qk`q��xx zsj zj ��j
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êUW] �]� QÏ�	·	¸ç¶��¶]

æÉ
 ¶ ÉÒ
r d

×¶�É� ÌÍ¸¶�	
� Î¶ÏÐ
� Q S N �¶É
Ñ Q N H« N« S ��ÉÐ
 Q S G �¶ÉÊ Q Q H« Q« N« S« G« L« J ��ÉÐ· Q N Q« N« L �¶É¶ Q Q H« Q« N« S« G« L« J �¶Éç Q N H« Q« N« S« J �¶ÉÛ Q N Q« G« L �¶É� N N H« Q« N« S« G« L« J ��ÉÐ

µ��È¶ �� F�� �¶	Ê��Ë Q���� H�Q]� ��ÍÉ� ��·�Ç�« ·��È¶É� � Î¶�É�
Ê��Ë�� µ�	
¶��ÉÐ ��¸�Ô�¶ -Í¸¶�	
	Í Î¶Ï��
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*

K

¹À

ç
Æ ¶Ù¶ � � ¶� Æ�·�Ç� � ·��È¶É� Q�Ï	�	Ñ H]���å	·Ü Î¶Ï� ���È¶�ÐÙ¶Í ·¸��Ò« 
ÒÔ��Ö¸�È ����É	Ü��Ü È¶ç·Ç 
¶�Ù���È�� Æ¶ÖÛÇ¸ÐÉ�ÉÒ Û��¶�¶È 
 È�É��ÎÇ ����É	Ü��Í�F¸Ü �¶	Ê��Ë� -É� È�É��Î� ��ÈÈ¶É��ÔÖ��Ü�

êUW] �]�F¸Ü �	Õ��,¶��Ü 
ÒÔ��¸¶��Í ��å	·�È -¸¶È¶�ÉÒ Ï	¸	
��Ò È�É��ÖÎÒ« Û�Ï	¸�ÜÜ ·�ÇÊÇà Ï	¸	
��Ç �Û Ç�¸	
�Ü ��ÈÈ¶É���b

S =

O H N Q QH O Q H H
N Q O H HQ H H O HQ H H H O

. QH�H]

BÒÔ��¸Ü¶È -Õ�Î¶�É����É¶É ε Õ�ç·	Í 
¶�Ù��Ò� ÌÉÇ 
¶¸�Ô��ÇÈ	ç�	 	Ï�¶·¶¸ÜÉÐ Õ�Õ È�Õ��È�¸Ð�ÒÍ -¸¶È¶�É �		É
¶É�É
Çà,¶Ê	
�É	¸ÑÎ� Q�¸� �É�	Õ�] È�É��ÎÒ ����É	Ü��Í� µ	¸ÇÔ�¶È

ë
εH NQ Q

N NS QG Q
.

Æ�·�Ç� Ê��Ë� r + È���È�¸Ð�ÒÍ -Õ�Î¶�É����É¶É 
¶�Ù��� B ·��Ö�	È �¸ÇÔ�¶ r = 2
� Ú�Õ	Í -Õ�Î¶�É����É¶É �È¶àÉ 
¶�Ù��Ò ë Q« ë

S � ë G� ÌÉ� 
¶�Ù��Ò 	Ñ��ÛÇàÉ Î¶�É� Ê��Ë�� F��È¶É� Ê��Ë� d +
È�Õ��È�¸Ð�ÒÍ -Õ�Î¶�É����É¶É 
¶�Ù��� B ·���	È �¸ÇÔ�¶ d = 3

� Ú�Õ	Í
-Õ�Î¶�É����É¶É �È¶àÉ 
¶�Ù��Ò ë H � ë N§ -É	 Ï¶��Ë¶��Ü Ê��Ë�� B
���¸¶·	
���	È Ê��Ë¶ 
¶�Ù��Ò 	Õ�Û�¸��Ð ¸�Ñ	 Î¶�É��¸Ð�ÒÈ�« ¸�Ñ	
Ï¶��Ë¶��Í�ÒÈ�� B Ê��Ë�å Ñ	¸ÐÙ¶Ê	 Ï	�Ü·Õ� �Ç,¶�É
ÇàÉ � ·�ÇÊ�¶

¶�Ù��Ò�ÌËË¶ÕÉ�
�ÒÍ �¸Ê	��ÉÈ E	�Ù	¸¸� � ù¸	Í·� ·¸Ü 	Ï�¶·¶¸¶��Ü
Õ��ÉÔ�ÍÙ�å ÏÇÉ¶Í È¶ç·Ç 
�¶È� Ï���È� 
¶�Ù�� Ê��Ë�« �¶�¸�Û	
��Ö�ÒÍ 
 =>?@A« Ï��
¶·¶� �� ª� II�Æ�·�Ç� � ·��È¶É� Q�Ï	�	Ñ Q]� ÌÕ�Î¶�É����É¶ÉÒ 
¶�Ù�� �¶Ñ	¸ÐÙ	Ê	
Ê��Ë� ¸¶ÊÕ	 
ÒÔ��¸ÜÉÐ �¶Ï	��¶·�É
¶��ÒÈ Ï	·�Ô¶É	È Ï	 ���Ç�ÕÇ� æ·Ö��Õ	 �¶ 
�¶Ê·� Ê��Ë Û�·�� �
	�È ���Ç�Õ	È� ��	È¶ É	Ê	« Ê��Ë È	ç¶É
�È¶ÉÐ Ñ	¸ÐÙ	Í ��ÛÈ¶�� µ	-É	ÈÇ �¶	Ñå	·�È ·�ÇÊ	Í �Ï	�	Ñ �¶Ù¶��Ü
Û�·�Ô�� øÛ
¶�É�� �¸¶·Çà,�Ü É¶	�¶È��
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½»¼½»ãÂ ì| ¼���� A = {αij} í���~��� ��������� �~��� G

¡��
������ � Ak = {βij}

Á ��� k ∈ N ¨ î���� βij
~����  ���� ��~�~����

����� k �� ��~���� vi
� ��~���� vj

* ¨Æ¶Ù¶��¶ Û�·�Ô É¶	��� Ê��Ë	
 � Ï	È	,Ðà ��Û¸�Ô�Òå Ï�¶	Ñ��Û	
�Ö��Í È�É��ÎÒ �È¶ç�	�É� ��ÛÒ
�àÉ �¸Ê¶Ñ���Ô¶�Õ�È È¶É	·	È���Õ Ï��Ö
�¸	« �¸Ê¶Ñ���Ô¶�Õ�¶ È¶É	·Ò Ê	·ÜÉ�Ü ·¸Ü Ê��Ë	
 �¶Ñ	¸ÐÙ	Ê	 Ï	�Ü·Õ�� 	�	Ñ¶��	 Ç·	Ñ�Ò ·¸Ü Ï��È¶�¶��Ü Ï�Õ¶É	
 ��È
	¸Ð�	Ê	 
ÒÔ��¸¶��Ü�¸� Õ	ÈÏÐàÉ¶��Òå ���É¶È �	 
�É�	¶��ÒÈ� È�É��Ô�ÒÈ� �¸Ê	��ÉÈ�ÖÈ��µ	�É�	�È È�É��ÎÇ �È¶ç�	�É� Ê��Ë�b

A =

O H O O OH O O H H
O O O H H
O H H O H
O H H H O

.

PÇ·¶È Û�Ï	¸�ÜÉÐ È�É��ÎÇ ����É	Ü��Í« ����È�É��
�Ü �É¶Ï¶�� È�É��ÖÎÒ �È¶ç�	�É� K � B Ï¶�
	È Ï��Ñ¸�ç¶��� ¶·���ÎÒ È�É��ÎÒ �È¶ç�	Ö�É� Ï	Õ�ÛÒ
�àÉ Ï��Ò 
¶�Ù��« ����É	Ü��¶ È¶ç·Ç Õ	É	�ÒÈ� ��
�	 H
QÉ�¶� 	�� �	¶·��¶�Ò 	·��È �¶Ñ�	È]b

S(1) =

O H ï ï ïH O ï H H
ï ï O H H
ï H H O H
ï H H H O

.

F��Ê	��¸Ð�Ò¶ -¸¶È¶�ÉÒ È�É��ÎÒ ����É	Ü��Í + �Ç¸�� EÈ�	ç�¶ÈÈ�É��ÎÇ �È¶ç�	�É� �� �¶ÑÜb

A2 =

H O O H H
O N Q H H
O Q Q H HH H H N QH H H Q N

.

�	Ê¸���	 É¶	�¶È¶ È¶ç·Ç 
¶�Ù���È� Q � N« H � S � É� ·� �È¶¶É�Ü�¶Õ	É	�	¶ Ô��¸	 È��Ù�ÇÉ	
 ·¸��	Í Q QÏ	�Õ	¸ÐÕÇ �É¶Ï¶�Ð È�É��ÎÒQ]����¸	 È��Ù�ÇÉ	
 Û·¶�Ð �¶ ��Ï	¸ÐÛÇ¶É�Ü« 
�ç¶� ��È Ë�ÕÉ ��¸�Ô�ÜÈ��Ù�ÇÉ� � ¶Ê	 ·¸���« �� ÔÉ	 � ÇÕ�ÛÒ
�¶É �¶�Ç¸¶
	Í -¸¶È¶�É �É¶Ï¶��È�É��ÎÒ« �¶ �	
Ï�·�à,�Í � -¸¶È¶�É	È« 	ÉÈ¶Ô¶��ÒÈ Ï�� 
ÒÔ��¸¶���
R@a�mx sa`�`�rc lazrq �awcdaTr (vi, vj)�sa`�`�rasmjW�o� dxðxzrdx��q� zmssxr`mlxz�q� sar`m�c A zt`adxkomdq t`xkzrad�ox�mx A = B−1CB n pkx C u kmapq�aoy�a� sar`m�aj ;qwdxkx�mx d zrxtx�yt`m ærqs �t`qðaxrz�v Ak = B−1CkB j �mapq�aoy sar`m�c C zqdtakaxr zzq�zrdx��csm lmzoasm sar`m�c A �ztx�r` p`aba�j
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È��Ù�ÇÉ� È¶�ÐÙ¶Í ·¸��Ò� µ�	�É�
¸Ü¶È Q 
 �¶Û�Ï	¸�¶��Ò¶ -¸¶È¶�ÉÒ
È�É��ÎÒ ����É	Ü��Í � Ï	¸ÇÔ�¶È �¸¶·Çà,¶¶ Ï��Ñ¸�ç¶��¶b

S(2) =

O H ï Q QH O Q H H
ï Q O H HQ H H O HQ H H H O

.

æ�É�¸	�Ð �¶�Û
¶�É�ÒÈ ����É	Ü��¶ È¶ç·Ç 
¶�Ù���È� H � N� PÇ·¶È
ÇÈ�	ç�ÉÐ È�É��ÎÇ �È¶ç�	�É� A ��ÈÇ �� �¶ÑÜ ·	 É¶å Ï	�« Ï	Õ� 
 È�ÉÖ��Î¶ Ak �¶ Ï	Ü
�É�Ü �¶�Ç¸¶
	Í -¸¶È¶�É a1,3

� Ú	Ê·� �		É
¶É�É
Çà,�Í
-¸¶È¶�É È�É��ÎÒ ����É	Ü��Í Q�¸� ¶¶ Ï��Ñ¸�ç¶��Ü] ��
¶� �É¶Ï¶��
È�É��ÎÒ �È¶ç�	�É�b s1,3 = k

� µ	¸ÇÔ�¶È

A3 =

O N Q H H
N Q Q L LQ Q Q G GH L G S GH L G G S

,

�¸¶·	
�É¶¸Ð�	« s1,3 = 3
« � 	Õ	�Ô�É¶¸Ð�	

S(3) =

O H N Q QH O Q H H
N Q O H HQ H H O HQ H H H O

.

µ	¸ÇÔ¶���Ü È�É��Î� �	
Ï�·�¶É � È�É��Î¶Í ����É	Ü��Í S QH�H]« ��ÍÖ·¶��	Í �¶Ï	��¶·�É
¶��ÒÈ� 
ÒÔ��¸¶��ÜÈ� Ï	 ���Ç�ÕÇ�ÌÍ¸¶�	
� Î¶ÏÐ� ¹��Ë �� ���� H�Q �
ÜÛ¶�� ñàÑÒ¶ ·
¶ Ï��Ò 
¶�Ù��
�	¶·��¶�Ò �¶Ï�¶�Ò
�	Í Ï	�¸¶·	
�É¶¸Ð�	�ÉÐà �¶Ñ¶�� ��Í·¶È �É¶Ï¶��

¶�Ù�� Ê��Ë�� B¶�Ù��� ë H �È¶¶É �É¶Ï¶�Ð H Q¶Í ��Î�·¶�É�	 	·�	
�¶Ñ�	]« 
¶�Ù��� ë N + Q« 	�É�¸Ð�Ò¶ 
¶�Ù��Ò + �É¶Ï¶�Ð N� B ·���	È
�¸ÇÔ�¶ 
 Ê��Ë¶ Ô¶ÉÒ�¶ 
¶�Ù��Ò �¶Ô¶É�	Í �É¶Ï¶�� Që H« Q« S« G]� �¸¶Ö·	
�É¶¸Ð�	« �	Ê¸���	 É¶	�¶È¶ S« Ê��Ë -Í¸¶�	
	Í Î¶ÏÐà �¶ 	Ñ¸�·�¶É«
É�¶� �¶É Î¶Ï�« �	·¶�ç�,¶Í 
�¶ �¶Ñ�� Ê��Ë� Ï	 	·�	ÈÇ ��ÛÇ�Æ���È	É��È ·¸Ü ���
�¶��Ü Ê��Ë« 	Ñ¸�·�à,�Í -Í¸¶�	
	Í Î¶ÏÐà� B
Ê��Ë¶ �� ���� H�N ·
¶ 
¶�Ù��Ò QëH � N] �È¶àÉ �¶Ô¶É�Çà �É¶Ï¶�Ð + N«
�¸¶·	
�É¶¸Ð�	« -Í¸¶�	
� Î¶ÏÐ ¶�ÉÐ� ��ÍÉ� -ÉÇ Î¶ÏÐ + ·�ÇÊ�Ü Û�·�Ô��P¶�Ï	�Ü·	Ô�	¶ Ñ¸Çç·���¶ Ï	 Ê��ËÇ �¶ ·�¶É �¶ÛÇ¸ÐÉ�É�� P	¸¶¶ É	Ê	«
Î¶Ï¶Í È	ç¶É ÑÒÉÐ �¶�Õ	¸ÐÕ	� ��Ï��È¶�« Î¶ÏÐ HïQïNïSïHïN Q���� H�S]
� Î¶ÏÐ HïQïNïHïSïN Q���� H�G]�
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K ¹
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êUW] �]� êUW] �]§ êUW] �]�

æÎ¶��ÉÐ Ô��¸	 -Í¸¶�	
Òå Î¶Ï¶Í È	ç�	« ��Ï	¸ÐÛÇÜ �¸¶·�É
�¶ �ÛÉ¶	�¶ÈÒ S� B
¶·¶È �¶	Ñå	·�È	¶ 	Ï�¶·¶¸¶��¶�¹	
	�ÜÉ« ÔÉ	 �¶Ñ¶��	Ö�¶Ï¶�¶�¶Õ�à,�¶�Ü Î¶Ï� ���~���Ú� Ê��Ë«¶�¸� Õ�ç·	¶ �¶Ñ�	 Ê��Ë� 
å	·�É 
 	·�Ç �Û ��å :HO;�
òâ»{zÀÁ¾»| � ������� �~���Á ����~��Â�� k ��~��� ��� ����� �������Á �����������  ���� ���~���ÚÂ�� ��� ~�¡�~�������~�����ÚÂ���� ����� ~���� k/2 ¨��¸� 
¶�Ù��Ò Ê��Ë� Ç·	
¸¶É
	�ÜàÉ É¶	�¶È¶ S« É	 È�	ç¶�É
	Ï	Õ�Ò
�à,�å �¶Ñ¶��	Ö�¶Ï¶�¶�¶Õ�à,�å�Ü Î¶Ï¶Í �	�É	�É �Û 	·�	Í +

-Í¸¶�	
	Í� B É	È Ô��¸¶ � ·¸Ü k = 2 ·	¸ç�� �Ç,¶�É
	
�ÉÐ 	·��-Í¸¶�	
� Î¶ÏÐ« �	¶·��Üà,�Ü 
¶�Ù��Ò � �¶Ô¶É�ÒÈ� �É¶Ï¶�ÜÈ�� ¹��Ë�� ���� H�N 	É�	��É�Ü Õ -É	ÈÇ �¸ÇÔ�à�Ú�� Ï�	Ê��ÈÈÒ ��å	ç·¶��Ü ��·�Ç�� Ê��Ë� � Ï�	Ê��ÈÈ� Ï�	
¶�Õ���¸�Ô�Ü -Í¸¶�	
	Í Î¶Ï� 
 ���É¶È¶ =>?@A Ï��
¶·¶�Ò �� �� IJïII�
¬­ó­ °�ô��õöµ ²�®³
F¸Ü Ï�	�Û
	¸Ð�	Ê	 Ê��Ë� G �¶Ñ¶��ÒÍ * Ê��Ë L(G) 	Ï�¶·¶¸Ü¶É�Ü�¸¶·Çà,�È� Ç�¸	
�ÜÈ�bH] È�	ç¶�É
	 
¶�Ù�� �¶Ñ¶��	Ê	 Ê��Ë� L(G) �	
Ï�·�¶É � È�	ç¶Ö�É
	È �¶Ñ¶� Ê��Ë� G

b
V L(G) = EG§Q] 
¶�Ù��Ò vi

� vj
�È¶ç�Ò 
 L(G) É	Ê·� � É	¸ÐÕ	 É	Ê·�« Õ	Ê·��¶Ñ�� ei

� ej
�È¶ç�Ò 
 G

�ú�Ê¸�Í�Õ	¶ ��Û
���¶ K �¶Ñ¶��	Ê	 Ê��Ë� + ÷øùú ûüýþÿ« 	É�à·� �	Ñ	Û��Ô¶��¶ L(G)
�

½»¼½»ãÂ �| Ù��� d1, d2, ..., dn í ��������� ������������������
(n, m) �~��� GÁ �� L(G) �������� (m, m1)��~����Á ���

m1 =
1

2

n
∑

i=1

d2
i − m. QH�Q]

ä�· �Ô �� µ	 Û�·���	ÈÇ Ê��ËÇ Q���� H�L] Ï	�É�	�ÉÐ ¶Ê	 �¶Ñ¶��ÒÍÊ��Ë�
R8`x 8j �awcdaxr ærqr p`ab p`abqs zsx��qzrm `x�x` mom ZÑòôöðZ£ö¤Ñp`abqs ÃB|ÄjW7�qpmx a�pom�z�mx rx`sm�c rxq`mm p`abqdn t`m��rcx d �����n t`mdx�kx�c d t`xksxr�qs ��awarxox ��mpm Xj :`mzrqbmkxza Ã{DÄj
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¹�À
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*�K
*�¹

*�À
*�ç

K�¹

¹�ç

�

*�K
*�À

*�ç¹�À

À�ç

�

*�K
*�¹

*�çK�¹

K�À

�

*�À
*�ç

K�¹
K�ç¹�À

¹�ç
À�ç

êUW] �]¥
µ��È¶ �� µ	�É�	�ÉÐ �¶Ñ¶��ÒÍ Ê��Ë ·¸Ü Ê��Ë� � ���� H�Q�

Æ ¶Ù ¶ � � ¶� Æ¶Ù�È Û�·�ÔÇ Ê��Ë�Ô¶�Õ�« � Ï	È	,Ðà Ï�ÜÈ	Ê	 Ï	Ö
�É�	¶��Ü �¶Ñ¶��	Ê	 Ê��Ë� Ï	 	Ï�¶·¶¸¶��à� B Î¶�É�¶ Õ�ç·	Ê	 �¶Ñ��
��å	·�	Ê	 Ê��Ë� G Ï	È¶�É�È 
¶�Ù��Ç ÑÇ·Ç,¶Ê	 �¶Ñ¶��	Ê	 Ê��Ë�

L(G)
�

*

K

¹À

ç

êUW] �]©

PÇ·¶È �	¶·��ÜÉÐ Ï	¸ÇÔ¶��Ò¶ 
¶�Ù��Ò�¶Ñ��È� Ê��Ë� L(G)
« ¶�¸� �¶Ñ�� Ê��ÖË� G

« �� Õ	É	�Òå ¸¶ç�É -É� 
¶�Ù��Ò«�È¶ç�Ò� �� ���� H�M �¶Ñ�� Ê��Ë� L(G)·¸Ü ��Ê¸Ü·�	�É� 
Ò·¶¸¶�Ò Ñ	¸¶¶ É	¸Ö�ÉÒÈ� ¸���ÜÈ��B �¶ÛÇ¸ÐÉ�É¶ �¶Ñ¶��ÒÍÊ��Ë Ï	¸ÇÔ�Ém1 = 10 �¶Ñ¶� � L 
¶�Ù��QÏ	 Ô��¸Ç m �¶Ñ¶� Ê��Ë� G]�



{j�j �óðÑõ£÷�òZ�÷Ó Õð[÷öðÑ {D
���¸	 m1

�		É
¶É�É
Ç¶É Û��Ô¶��à« Õ	É	�	¶ ·	¸ç�	 Ï	¸ÇÔ�ÉÐ�ÜÏ	 Ë	�ÈÇ¸¶ QH�Q]� �É¶Ï¶���Ü Ï	�¸¶·	
�É¶¸Ð�	�ÉÐ Ê��Ë� + HïNïQïNïN� ��å	·�È
m1 =

1

2
(12 + 32 + 22 + 32 + 32) − 6 = 16 − 6 = 10.

Ú�Õ�È 	Ñ��Û	È« �� ���Ç�Õ¶ �	
È¶,¶�Ò ��å	·�ÒÍ Ê��Ë G QÉ	�Õ�¶¸����] � ¶Ê	 �¶Ñ¶��ÒÍ Ê��Ë L(G) QÉ	¸�ÉÒ¶ ¸����]�Æ¶Ù¶��¶ Û�·�Ô� 	 ��å	ç·¶��� �¶Ñ¶��	Ê	 Ê��Ë� 
 ���É¶È¶ =>?@A
Ï��
¶·¶�	 �� �� HOH�
¬­�­ ��
°®±����	�µ ·
	�õ
°
µ�	�Û
	¸Ð��Ü ËÇ�ÕÎ�Ü f(v) �� È�	ç¶�É
¶ 
¶�Ù�� Ê��Ë� ��ÛÒÖ
�¶É�Ü ~���~����� Ê��Ë�� Æ��Õ���Õ� ��ÛÒ
�¶É�Ü Ï��
�¸Ð�	Í« ¶�¸�

f(v1) 6= f(v2)
·¸Ü ¸àÑÒå �È¶ç�Òå 
¶�Ù�� v1

� v2
�����È�¸Ð�	¶ Ô��¸	

k
« Ï�� Õ	É	�	È Ê��Ë G Ü
¸Ü¶É�Ü kÖ���Õ��Ù�
�¶ÈÒÈ« ��ÛÒ
�¶É�Ü �~������ �����  ����� Ê��Ë� χ(G)

� F¸Ü å�	È�É�Ô¶�Õ	Ê	 Ô��¸� �È¶àÉ�Ü	Î¶�Õ��½»¼½»ãÂ 
 QP�ÇÕ�� *]| «�� �Ú¡��� �~��� GÁ �� ����ÚÂ�����
������Á χ(G) 6 ∆(G)Á ���� ∆(G) > 3 í ������������ �� ��������
��~��� �~����F¸Ü 	Ï�¶·¶¸¶��Ü Õ	¸�Ô¶�É
� �Ï	�	Ñ	
 ���Õ���Õ� Ê��Ë� 
 x Î
¶É	
È	ç�	 �	�É�
�ÉÐ �~����� ����� ������� P (G, x)

� ä��Ô¶��¶ Ï	¸�Ö�	È� Ï�� �¶Õ	É	�	È Õ	�Õ�¶É�	È x = x0
��
�	 Ô��¸Ç Ï��
�¸Ð�Òå���Õ���	Õ Ê��Ë� 
 x0

Î
¶É	
��Ç,¶�É
Ç¶É ¸¶ÈÈ�« ÇÉ
¶�ç·�à,�Ü« ÔÉ	 �~����� ����� �������
�~��� ����� ���

P (G, x) = P (G1, x) + P (G2, x), QH�N]
��� G1 í �~��Á ���� ����� �� G ��¡�������� ������ ~�¡~� (u, v)Á �
�~�� G2

���� ����� �� G ��������������� ��~��� u � v
�F�ÇÊ	Í 
�����É ¸¶ÈÈÒb

P (G, x) = P (G1, x) − P (G2, x), QH�S]
��� G1 í �~��Á ���� ����� �� G ��������� ~�¡~� (u, v)Á � �~�� G2���� ����� �� G ��������������� ��~��� u � v

�æÏ¶��Î�à 	É	ç·¶�É
¸¶��Ü 
¶�Ù�� u � v ��ÛÒ
�àÉ É�Õç¶ ������������ �¶Ñ�� (u, v)
� K

R�&ÍÍÇ$ �jåjW
_`ab G �awcdaxrz� Z£�¥÷\õòÑ¤Ñ � p`ab� H n xzom H tqo�laxrz� mw Gtqzoxkqdarxoy�cs zr�pmda�mxs xpq `x�x`j 
÷Z[ð �õñ\÷¥òóõ ��f)�(�i& �j�p`aba G u sa�zmsaoy�c� tq`�kq� tqo�qpq p`aban � �qrq`qs� zr�pmdaxrz�p`ab Gj
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�����É� ¸¶ÈÈÒ �	�É�
¸ÜàÉ 	��	
Ç ·¸Ü å�	È�É�Ô¶�Õ	Í �¶·ÇÕÖÎ�� Ê��Ë�� Ó�	È�É�Ô¶�Õ�Ü �¶·ÇÕÎ�Ü Ê��Ë� + Ï�¶·�É�
¸¶��¶ Ê��Ë�

 
�·¶ �¶�Õ	¸ÐÕ�å ÏÇ�ÉÒå �¸� Ï	¸�Òå Ê��Ë	
« �ÇÈÈ� å�	È�É�Ô¶�Õ�åÏ	¸��	È	
 Õ	É	�Òå ��
�� å�	È�É�Ô¶�Õ	ÈÇ Ï	¸��	ÈÇ Ê��Ë�� æÔ¶
�·Ö�	« ÔÉ	 å�	È�É�Ô¶�Õ�Í Ï	¸��	È ÏÇ�É	Ê	 Ê��Ë� On

��
¶� xn QÕ�ç·�Ü
¶�Ù��� È	ç¶É ÑÒÉÐ ���Õ��Ù¶�� �¶Û�
���È	 	É ·�ÇÊ�å]« � ·¸Ü Ï	¸�	ÖÊ	 Ê��Ë�P (Kn, x) = x(x−1)(x−2), ..., (x−n+1)
� µ	�¸¶·�¶¶ 
Ò��ç¶��¶

��ÛÒ
�àÉ �����~������� �������Ú * Ï¶�¶È¶��	Í x
b
P (Kn, x) = x(n) �Æ�Û¸	ç¶��Ü Ï	 ÏÇ�ÉÒÈ � Ï	¸�ÒÈ Ê��Ë�È �
ÜÛ��Ò� ù�ÕÉ	���¸ÐÖ�Çà �É¶Ï¶�Ð È	ç�	 Ï�¶·�É�
�ÉÐ 
 
�·¶ Ï	¸��	È�b

x(n) =

n
∑

k=0

s1(n, k)xk, QH�G]
Ê·¶ s1(n, k) + Ô��¸� �É��¸��Ê� Ï¶�
	Ê	 �	·�« � ��	Ñ	�	É« �É¶Ï¶�Ð xnÈ	ç�	 
Ò��Û�ÉÐ Ô¶�¶Û Ë�ÕÉ	���¸Ð�Ò¶ �É¶Ï¶��b

xn =

n
∑

k=0

s2(n, k)x(k), QH�L]

Ê·¶ s2(n, k) + Ô��¸� �É��¸��Ê� K 
É	�	Ê	 �	·�« 	Ñ¸�·�à,�¶ �¸¶·ÇàÖ
,�È� �
	Í�É
�È�b

s2(n, k) = s2(n − 1, k − 1) + ks2(n − 1, k) Ï�� 0 < k < n,

s2(n, n) = 1 Ï�� n > 0, s2(n, 0) = 0 Ï�� n > 0.
QH�J]

µ�� Ï	¸ÇÔ¶��� å�	È�É�Ô¶�Õ	Ê	 Ï	¸��	È� È	ÊÇÉ ÑÒÉÐ Ï	¸¶Û�Ò
�¸¶·Çà,�¶ É¶	�¶ÈÒ :Q;�

½»¼½»ãÂ �| ©����������� �~����� ������ �������� ���������Ú� �������~������Ú ������������������¨½»¼½»ãÂ �| �¡���Ú���� ���� ��� ���~��� ������������ �~������ ������ �������� ~����  ���� ~�¡�~ �~���¨½»¼½»ãÂ ¾�|����������  ���� iÁ ��� ����~��� ���� �� �� ����
����������� �~� xi � �~����� ����� �������� �~��� GÁ ~����
 ���� ��������� ��������� �~��� G ¨��	È¶ 
¶�Ù���	Í ���Õ���Õ�« �Ç,¶�É
ÇàÉ ¶,¶ �¶Ñ¶���Ü ���Õ���Õ�
� ���Õ���Õ� Ê���¶Í�ä �· �Ô �� ��ÍÉ� å�	È�É�Ô¶�Õ�Í Ï	¸��	È Ê��Ë� Q���� H�I] � 
ÒÖÔ��¸�ÉÐ Õ	¸�Ô¶�É
	 �Ï	�	Ñ	
 ���Õ���Õ� Ê��Ë� 
 x0

Î
¶É	
�
R=a�rq`maoy�a� zrxtx�y zd�wa�a z zmsdqoqs (a)k

�q�passx`a �âÍ%��f���i& åj�n �qrq`c� qt`xkxox� �a� (a)k = a(a + 1), ..., (a + k − 1)j 8lxdmk�qn
(a)k = (a + k − 1)(k) j �o� zmsdqoa �q�passx`a msxxrz� �qoy�qx lmzoqbq`�s�o �zsjn �at`msx`n YóÐñö÷�ð\ ��Y�� �ó¤��ð\ ����� Ýõó÷�ò\ ����>�rxp`aoc m `�kcj �qtqo�mrxoy�cx poadcj u 7jv Xa��aj {×���jW~á(&h(Æ� �j
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x0 = 6
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¹
À
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è

x0 = 6

�
*

K

¹
À

ç

è

x0 = 5
êUW] �]� QÏ�	·	¸ç¶��¶]

æÉ
 ¶ ÉÒ
C(x) C(x0)� x6 − 8x5 + 25x4 − 38x3 + 28x2 − 8x

QMM
Ñ x6 − 9x5 + 29x4 − 39x3 + 18x2 O

 x6 − 6x5 + 14x4 − 15x3 + 6x2 HGHQO
Ê x6 − 5x5 + 10x4 − 9x3 + 3x2 GQOO
· x6 − 8x5 + 26x4 − 43x3 + 36x2 − 12x

NNL
¶ x6 − 9x5 + 34x4 − 66x3 + 64x2 − 24x

HIMO
ç x6 − 9x5 + 33x4 − 61x3 + 56x2 − 20x

MHLO
Û x6 − 8x5 + 26x4 − 43x3 + 36x2 − 12x

HOOMO
� x6 − 8x5 + 25x4 − 38x3 + 28x2 − 8x

QHLO

µ��È¶ �� ��ÍÉ� å�	È�É�Ô¶�Õ�Í Ï	¸��	È Ê��Ë� Q���� H�HO]�
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K¹

À
êUW] �]�¦

Æ ¶Ù ¶ � � ¶� B Û�
���È	�É� 	É Ô��¸� �¶Ñ¶�Ê��Ë� È	ç�	 ��Ï	¸ÐÛ	
�ÉÐ ��Û¸	ç¶��¶
QH�N] �¸� QH�S]� ��¸� Ê��Ë Ï	ÔÉ� Ï	¸�ÒÍ«É	« ·	Ñ�
�
 �¶�Õ	¸ÐÕ	 �¶Ñ¶� Ï	 ��Û¸	ç¶��à
QH�N]« Ï	¸ÇÔ�È å�	È�É�Ô¶�Õ�Í Ï	¸��	È 

�·¶ �ÇÈÈÒ Ë�ÕÉ	���¸Ð�Òå �É¶Ï¶�¶Í���¸� ç¶ �¶Ñ¶� È�¸	 � ·¸Ü Ï	¸ÇÔ¶��ÜÏÇ�É	Ê	 Ê��Ë� É�¶ÑÇ¶É�Ü Ç·�¸�ÉÐÉ	¸ÐÕ	 �¶�Õ	¸ÐÕ	 �¶Ñ¶�« É	 �¸¶·Ç¶É

��Ï	¸ÐÛ	
�ÉÐ ��Û¸	ç¶��¶ QH�S] � Ç·�¸¶��¶È �¶Ñ¶�� Ú�Õ�¶ ·¶Í�É
�Ü
��ÛÒ
�àÉ�Ü å�	È�É�Ô¶�Õ	Í �¶·ÇÕÎ�¶Í�H�  ~����� ����� ~������� �� ������ �~����¨ B	�Ï	¸ÐÛÇ¶È�Ü
¸¶ÈÈ	Í QH�S]� E·�¸ÜÜ �¶Ñ�� � 	É	ç·¶�É
¸ÜÜ �		É
¶É�É
Çà,�¶ 
¶�ÖÙ��Ò Q�ÉÜÊ�
�Ü �¶Ñ��]« �
¶·¶È ��å	·�ÒÍ Ê��Ë Õ ÏÇ�ÉÒÈ Ê��Ë�È����Ô�¸� ��Û¸	ç�È Ê��Ë �� ·
�« ÇÑ��
« � Û�É¶È �ÉÜ�Ç
 �¶Ñ�	 HïN�BÒÏ	¸�¶��	¶ ·¶Í�É
�¶ Û�Ï�Ù¶È 
 
�·¶ Ç�¸	
�	Ê	 ��
¶��É
�b

G = = − = G1 − G2.ä·¶�Ð 	Ï¶��Î�Ü �¸	ç¶��Ü Q�¸� 
ÒÔ�É���Ü] 	É�	��É�Ü �¶ Õ ��È	ÈÇ
Ê��ËÇ« � Õ ¶Ê	 å�	È�É�Ô¶�Õ	ÈÇ Ï	¸��	ÈÇ� Ú�Õ�È 	Ñ��Û	È« Ï	�¸¶·�¶¶
��
¶��É
	 	Û��Ô�¶É« ÔÉ	 P (G) = P (G1) − P (G2).

F¸Ü �	Õ��,¶��Ü
Û�Ï��� 	Ñ	Û��Ô¶��¶ P (...) ÑÇ·¶È 	ÏÇ�Õ�ÉÐ� F�¸¶¶ ��Û¸	ç�È Õ�ç·ÒÍ�Û Ê��Ë	
«G1

� G2
« Ï	¸ÐÛÇÜ�Ð É	Í ç¶ ¸¶ÈÈ	Íb

G1 = = − = − 2 = O4 − O3 − 2(O3 − O2),

G2 = = − = − 2 = O3 − O2 − 2(O2 − O1).µ��
¶·¶È Ï	·	Ñ�Ò¶ Ô¸¶�Òb

G = G1 − G2 = O4 − O3 − 2(O3 − O2)−

− (O3 − O2 − 2(O2 − O1)) = O4 − 4O3 + 5O2 − 2O1.
QH�M]

B �É	Ê¶ Ï	¸ÇÔ�È ��Õ	ÈÒÍ å�	È�É�Ô¶�Õ�Í Ï	¸��	Èb
P (G, x) = x4 − 4x3 + 5x2 − 2x. QH�I]

Æ�Û¸	ç¶��¶ QH�M] ��ÛÒ
�¶É�Ü å�	È�É�Ô¶�Õ	Í �¶·ÇÕÎ�¶Í Ê��Ë� Ï	 ÏÇÖ�ÉÒÈ Ê��Ë�È�æÔ¶
�·�	« �¶ÛÇ¸ÐÉ�É �		É
¶É�É
Ç¶É ÇÉ
¶�ç·¶��ÜÈ É¶	�¶È MïHO��	Ö
-ËË�Î�¶�ÉÒ 
 QH�I] 	Ñ��ÛÇàÉ Û��Õ	Ï¶�¶È¶��Çà Ï	�¸¶·	
�É¶¸Ð�	�ÉÐ«
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� Õ	-ËË�Î�¶�É Ï�� x3 ��
¶� Ô¶ÉÒ�¶È + Ô��¸Ç �¶Ñ¶�� ���È¶�ÐÙ�Ü
�É¶Ï¶�Ð x 
 Ï	¸��	È¶ ��
�� H« É�¶� Ô��¸Ç Õ	ÈÏ	�¶�É �
ÜÛ�	�É� Ê��Ë��Q�  ~����� ����� ~������� �� ������ �~����� F	Ñ�
�
 Õ Ê��ËÇ
Q�È� ���� H�HO] �¶Ñ�	 HïS« Ï	¸ÇÔ�È Ê��Ë � Ñ	¸ÐÙ�È Ô��¸	È �¶Ñ¶��ä�É¶È 
 -É	È ç¶ Q��å	·�	È] Ê��Ë¶ 	É	ç·¶�É
�È 
¶�Ù��Ò H � S� B
�¶ÛÇ¸ÐÉ�É¶ Ï	¸ÇÔ�È ·
� Ê��Ë�b

G = = + . QH�HO]
æÉ	ç·¶�É
¸¶��¶ 
¶�Ù�� Ï��
	·�É Õ ÇÈ¶�ÐÙ¶��à Ï	�Ü·Õ� � ��	Ê·�
��ÛÈ¶�� Ê��Ë�� BÉ	�	Í Ê��Ë + -É	 Ï	¸�ÒÍ Ê��Ë K3

« ¶Ê	 Ï�¶	Ñ��Û	Ö
Ò
�ÉÐ Ñ	¸ÐÙ¶ �¶ É�¶ÑÇ¶É�Ü� � Ï¶�
	ÈÇ Ê��ËÇ ·	Ñ�
�È �¶Ñ�	 HïQ �
	É	ç·¶�É
�È 
¶�Ù��Ò H � Qb

= + = K4 + K3.
QH�HH]

B �É	Ê¶

= K4 + 2K3.
QH�HQ]

Ó�	È�É�Ô¶�Õ�Í Ï	¸��	È Ï��È¶É 
�·

P (G, x) = x(4) + 2x(3) = x(x − 1)(x − 2)(x − 3) +

+ 2x(x − 1)(x − 2) = x4 − 4x3 + 5x2 − 2x.

QH�HN]

Æ�Û¸	ç¶��¶ QH�HQ] ��ÛÒ
�¶É�Ü å�	È�É�Ô¶�Õ	Í �¶·ÇÕÎ�¶Í Ê��Ë� Ï	
Ï	¸�ÒÈ Ê��Ë�È�æÑ� �Ï	�	Ñ� ·�¸� 	·�� �¶ÛÇ¸ÐÉ�É« � �Û �¶·ÇÕÎ�� Ï	 Ï	¸�ÒÈ Ê��Ë�È
¸¶ÊÕ	 Ï	¸ÇÔ�ÉÐ �¶·ÇÕÎ�à Ï	 ÏÇ�ÉÒÈ� F¸Ü -É	Ê	 ·	�É�É	Ô�	 ���Õ�ÒÉÐ
�Õ	ÑÕ� � Ï��
¶�É� Ï	·	Ñ�Ò¶ Ô¸¶�Ò« Õ�Õ 
 QH�HN]� æ·��Õ	 	Ñ��É�	¶
·¶Í�É
�¶ �¶ 	Ô¶
�·�	� F¸Ü É	Ê	 ÔÉ	ÑÒ Ï	¸��	È x4 − 4x3 + 5x2 −
− 2x

« Ï	¸ÇÔ¶��ÒÍ �Û ÏÇ�ÉÒå Ê��Ë	
« 
Ò��Û�ÉÐ 
 
�·¶ �ÇÈÈÒ Ë�ÕÉ	Ö���¸Ð�Òå �É¶Ï¶�¶Í« �¶	Ñå	·�ÈÒ Ô��¸� �É��¸��Ê� QÖÊ	 �	·�� �	Ê¸���	�¶ÕÇ��¶�É�ÒÈ Ë	�ÈÇ¸�È QH�J] �È¶¶È �¸¶·Çà,�¶ Ô��¸�b

s2(k, 1) = 1, k = 1, 2, ...,

s2(3, 2) = s2(2, 1) + 2s2(2, 2) = 3,

s2(4, 2) = s2(3, 1) + 2s2(3, 2) = 1 + 2 · 3 = 7,

s2(4, 3) = s2(3, 2) + 3s2(3, 3) = 3 + 3 = 6.



BB ¢òðó÷òö£÷óð\õöö¤ò ¥óõ¦¤ _oada {µ	¸ÐÛÇÜ�Ð QH�L] � ��Í·¶��ÒÈ� Ô��¸�È� �É��¸��Ê� QÖÊ	 �	·�« Ï	¸ÇÔ�È
x2 = x(1) + x(2),

x3 = x(1) + 3x(2) + x(3),

x4 = x(1) + 7x(2) + 6x(3) + x(4).

µ�	�Û
¶·¶È Ï�¶	Ñ��Û	
���¶ å�	È�É�Ô¶�Õ	Ê	 Ï	¸��	È�b
x4 − 4x3 + 5x2 − 2x = x(1) + 7x(2) + 6x(3) + x(4)−

−4(x(1) + 3x(2) + x(3)) + 5(x(1) + x(2)) + 2x(1) = x(4) + 2x(3).

Ó�	È�É�Ô¶�Õ	¶ Ô��¸	 χ(G) Ê��Ë� ¸ÇÔÙ¶ 
�¶Ê	 Ï	¸ÇÔ�ÉÐ« ��Û¸	ç�
å�	È�É�Ô¶�Õ�Í Ï	¸��	È �� �	È�	ç�É¶¸�b
P (G, x) = x(x − 1)2(x − 2).

����È�¸Ð�	¶ ��ÉÇ��¸Ð�	¶ Ô��¸	 x
« Ï�� Õ	É	�	ÈP (G, x) �¶ 	Ñ��,�¶ÉÖ�Ü 
 �Ç¸Ð« ��
�	 N� æÉ�à·� Ï	¸ÇÔ�¶È χ(G) = 3

� Ú�Õ Õ�Õ È�Õ��È�¸Ð��Ü
�É¶Ï¶�Ð 
¶�Ù�� Ê��Ë� ∆(G) = 3

« 
ÒÏ	¸�Ü¶É�Ü 	Î¶�Õ� χ(G) 6 ∆(G)Q�È� �� HL]�
=>?@AÖÏ�	Ê��ÈÈ� ·¸Ü ��å	ç·¶��Ü å�	È�É�Ô¶�Õ	Ê	 Ï	¸��	È� Ê��ÖË� � ��Ï	¸ÐÛ	
���¶È 	Ï¶��É	�� !"HG#$G%& Ï��
¶·¶�� �� �� HOQ�

¬­'­ °®õ²(·
	�õ
° ²�®³®
Æ��Ê Ê��Ë� 	Ï�¶·¶¸Ü¶É�Ü Õ�Õ ν∗ = n− k

« Ê·¶ n + Ô��¸	 
¶�Ù��« k+ Ô��¸	 Õ	ÈÏ	�¶�É �
ÜÛ�	�É� Ê��Ë�� �	���Ê Ê��Ë�« �¸� Î�Õ¸	È�É�ÖÔ¶�Õ�Í ���Ê« ¶�ÉÐ ν = m − ν∗ = m − n + k
« Ê·¶ m + Ô��¸	 �¶Ñ¶��Æ��ÊÖÏ	¸��	È * Ê��Ë� G �È¶¶É 
�·

Pν(x, y) =
∑

xν∗G−ν∗H yνH ,

Ê·¶ ν∗
G = n − k + ���Ê Ê��Ë� G

«
νH

+ Õ	���Ê 	�É	
�	Ê	 QÉ�¶� 
Õ¸àÖÔ�à,¶Ê	 
 �¶ÑÜ 
�¶ 
¶�Ù��Ò Ê��Ë�] Ï	·Ê��Ë� H
« � ν∗

H
+ ¶Ê	 ���Ê��ÇÈÈ��	
���¶ 
¶·¶É�Ü Ï	 
�¶È 	�É	
�ÒÈ Ï	·Ê��Ë�È Ê��Ë� G

�
Æ��ÊÖÏ	¸��	È �¸Çç�É ·¸Ü ���¸�Û� È�	ç¶�É
� 	�É	
�Òå Ï	·Ê��ÖË	
� Ú�Õ« ��Ï��È¶�« Õ	-ËË�Î�¶�É Ï�� x−k 
 Pν(x, 1/x) ¶�ÉÐ Ô��¸	Ï	·Ê��Ë	
 ��ÛÈ¶�� k

« � Û��Ô¶��¶ Pν(0, 1) ��
�	 Ô��¸Ç Ï	·Ê��Ë	
Q
Õ¸àÔ�Ü �¶�	Ñ�É
¶��ÒÍ Ï	·Ê��Ë]« ���Ê Õ	É	�Òå ��
¶� ���ÊÇ ��È	Ê	
Ê��Ë�� F�ÇÊ�¶ �
	Í�É
� ���Ê�ÖÏ	¸��	È� Ï��
¶·¶�Ò 
 Ï�	Ê��ÈÈ¶ L ���� HON�ä �· �Ô �� ��ÍÉ� ���ÊÖÏ	¸��	È Ê��Ë� Q���� H�HH]�

RXawda�mx ærqpq tqom�qsa �&fÆÇgÍh)� wamszrdqda�q mw �����j
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æÉ 
 ¶ ÉÒ
Pν(x, y)

� x3 + 3 x2 + 3 x + 1Ñ y4 + (x + 8) y3 + (8 x + 27) y2 + (5 x2 + 30 x + 48) y + x4 + 8 x3 +
+ 28 x2 + 51 x + 40
 (x2 + 2 x + 1) y + x4 + 5 x3 + 10 x2 + 9 x + 3Ê y5 + 9 y4 + (3 x + 36) y3 + (2 x2 + 21 x + 81) y2 + (13 x2 + 58 x +
+ x3 + 105) y + x4 + 9 x3 + 71 x + 35 x2 + 66· y2 + (2 x + 5) y + x3 + 5 x2 + 10 x + 8¶ x3 + 3 x2 + 3 x + 1ç y3+(2 x+7) y2+(14 x+3 x2+19) y+x4+7 x3+21 x2+21+32 xÛ (x2 + 2 x + 1) y + x4 + 5 x3 + 10 x2 + 9 x + 3� (x + 1) y + x4 + 5 x3 + 10 x2 + 10 x + 4

µ��È¶ �� ��ÍÉ� ���ÊÖÏ	¸��	È Ê��Ë� Q���� H�HQ]�
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êUW] �]��

Æ ¶Ù ¶ � � ¶� ��Í·¶È 
�¶ HL 	�É	
�Òå Ï	·Ê��ÖË	
 Ê��Ë� G Q���� H�HNïH�HG]� ��	ç¶�É
	Ï�¶·�É�
�È 
 
�·¶ Ô¶ÉÒ�¶å Ê��Ë	
 ��ÛÈ¶�� H
QÉ�¶� � 	·��È �¶Ñ�	È]« Ù¶�É� Ê��Ë	
 ��ÛÈ¶�� Q«Ô¶ÉÒ�¶å Ê��Ë	
 ��ÛÈ¶�� N � ·
Çå �¶�	Ñ�É
¶�Ö�Òå Ê��Ë	
 QÏÇ�É	Í Ê��Ë � Ê��Ë G]� ��Í·¶È·¸Ü Õ�ç·	Ê	 Ï	·Ê��Ë� ���Ê QÏ	 Ë	�ÈÇ¸¶ ν∗ =
= 4 − k

« Ê·¶ k + Ô��¸	 Õ	ÈÏ	�¶�É Ï	·Ê��Ë�«
Õ¸àÔ�Ü �Û	¸��	
���Ò¶ 
¶�Ù��Ò] � Õ	���Ê
Qν = m − ν∗ « Ê·¶ m + Ô��¸	 �¶Ñ¶� Ï	·Ê��Ë�]�

ν∗ = 0n
ν = 0

ν∗ = 1n
ν = 0

ν∗ = 1n
ν = 0

ν∗ = 1n
ν = 0

ν∗ = 1n
ν = 0

êUW] �]��

ν∗ = 2n
ν = 0

ν∗ = 2n
ν = 0

ν∗ = 2n
ν = 0

ν∗ = 2n
ν = 0

ν∗ = 2n
ν = 0

ν∗ = 2n
ν = 0

êUW] �]�§

ν∗ = 2n
ν = 1

ν∗ = 3n
ν = 0

ν∗ = 3n
ν = 0

ν∗ = 3n
ν = 0

ν∗ = 3n
ν = 1êUW] �]��

EÔ�ÉÒ
�Ü« ÔÉ	 ���Ê ν∗
G
Ê��Ë� ��
¶� N« Ï	¸ÇÔ�¶È �ÇÈÈÇ

∑

xν∗G−ν∗H yνH =

= x3−0y0 + 4x3−1y0 + 6x3−2y0 + 3x3−3y0 + x3−2y1 + x3−3y1 =

= x3 + 4 x2 + 6 x + 3 + x y + y.µ�	Ê��ÈÈ� ��å	ç·¶��Ü ���Ê�ÖÏ	¸��	È� Ê��Ë� 
 ���É¶È¶ =>?@A
Ï��
¶·¶�� �� �� HON�



{j|j +÷�[¤ B|

¬­,­ -�		ö

���Ù�ÇÉ« 
 Õ	É	�	È ��Ô�¸	 � Õ	�¶Î �	
Ï�·�àÉ« + ����� ������×�Õ¸�Ô¶�Õ�Í È��Ù�ÇÉ ��ÛÒ
�¶É�Ü ������« ¶�¸� 	� + Î¶ÏÐ�
.������ Ê��Ë� G ��ÛÒ
�àÉ Ê��Ë« �¶ �	·¶�ç�,�Í Î�Õ¸	
 � �	Ö

�É	Ü,�Í �Û �¶Ñ¶� Ê��Ë� G � 
�¶å ¶Ê	 
¶�Ù��� æ�É	
 Ê��Ë� 	Ï�¶·¶¸ÜÖ¶É�Ü �¶	·�	Û��Ô�	�Æ¶Ñ�� Ê��Ë�« �¶ 
å	·Ü,�¶ 
 	�É	
« ��ÛÒ
�àÉ�Ü ��~����� ×�Õ¸«
Ï	¸ÇÔ�à,�Í�Ü Ï�� ·	Ñ�
¸¶��� Õ 	�É	
Ç Ê��Ë� ¶Ê	 å	�·Ò« ��ÛÒ
�¶É�Ü
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¶� Ô��¸Ç Î�Õ¸�Ô¶�Õ�å È��Ù�ÇÉ	
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 ·¸��	Í N 
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��
�	

�É¶Ï¶�� -É	Í 
¶�Ù��Òb
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n
∑

i=1
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(vi)
� ���¸	 È��Ù�ÇÉ	
 � ·
ÇÕ��ÉÖ
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�¶É�Ü �Û Ô��¸� x2v
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��ÜÔ¶Í 
¶�Ù��	Í vi
� Ô��¸� x2c

È��Ù�ÇÉ	
 � 
¶�Ù��	Í vi

 Î¶�É�¶�

ñ¶ÊÕ	 Û�È¶É�ÉÐ« ÔÉ	 x2c =
n
∑

i=1

<3�
(vi)(

<3�
(vi) − 1)

� ���¸	 x2v
Û�
���É

	É �É¶Ï¶�¶Í 
¶�Ù��« �	�¶·��å � vi
b

x2v =
n

∑

i=1

∑

{k,i}⊆G

(
<3�

(vk) − 1),

Ê·¶ >k, i? + �¶Ñ�	« ��Î�·¶�É�	¶ 
¶�Ù���È i � k
�

F¸Ü Ê��Ë� �� ���� H�HJ Ï	¸ÇÔ�È
1j0ª3A4 = 60,

x2v = 4 + 2 + 5 + 4 + 5 = 20,

x2c = 6 + 0 + 6 + 2 + 6 = 20,

x4 = 3 + 1 + 3 + 2 + 3 = 12.

� ÇÔ¶É	È É	Ê	« ÔÉ	 �¶Ï	È¶Ô¶��Òå Î�Õ¸	
 ·¸��	Í S 
 M ��Û È¶�ÐÙ¶«
Ï	¸ÇÔ�È

c4 = (
1j0ª3A4 − x2c − x2v − x4)/8 = (60 − 20 − 20 − 12)/8 = 1.
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ÒÑ���¶É�Ü È�Õ��ÈÇÈ� ��¸� È�Õ��ÈÇÈ �,¶É�Ü 
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¶�Ù�� v
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¶�Ù��	Í u

« ��ÖÛÒ
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XY

(u) Ï�¶·Ù¶�É
¶���Õ	
 
¶�Ù��Ò u
« � È�	Öç¶�É
	 
¶�Ù�� u
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¶�Ù��	Í v
« ��ÛÒ
�Ö¶É�Ü È�	ç¶�É
	È Γ
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¶�Ù��Ò v

� �	,�	�É� -É�å
È�	ç¶�É
 ��
�Ò« �		É
¶É�É
¶��	« Ï	¸Ç�É¶Ï¶�ÜÈ 
¶�Ù��b Γ

XY
(u) =

=
<3�XY

(u), Γ
Z[\

(v) =
<3�Z[\

(v).B ·�¸Ð�¶ÍÙ¶È Ï	· Ê��Ë	È ÑÇ·¶È Ï	��È�ÉÐ Õ�Õ �¶	Ê��Ë« É�Õ �	�Ê��Ë�
R>�qpka mztqoyw�Trz� zoxk�Tðmx q�qw�alx�m�v d+ u tqo�zrxtx�y mz�qkam d− u tqo�zrxtx�y wa�qkaj
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?

��

-

�

�

* K ç

À ¹
�

?

�

	

6 �

-

*
�* K ç

À ¹

�
�
I 66 �

-

*
�* K ç

À ¹

�

R?

-
6

�

�
*

	

* K ç

À ¹
�

�
I 6

�

6
�

	�

* K ç

À ¹

�
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�

?

-
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�
*
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�
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-
6

-
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BjBj aóõöb÷£÷\öðò bõÑ¤�õö÷ò ��
µ��È¶ �� F�� 	�Ê��Ë Q���� Q�Q]� �Õ	¸ÐÕ	 
 �¶È È��Ù�ÇÉ	


·¸��	Í N`

I

?

�

?

-
�

-

*
* K ç

À ¹
êUW] �]�

Æ ¶Ù ¶ � � ¶� ø�Ï	¸ÐÛÇ¶È �¸Ê¶Ñ���Ô¶�Õ�ÍÈ¶É	· �¶Ù¶��Ü Û�·�Ô� �� 	��	
���� É¶	Ö�¶ÈÒ G Q�È� �� HH]� ä�Ï�Ù¶È È�É��ÎÇ�È¶ç�	�É�� ��É��Î� �È¶ç�	�É� 	�Ê��Ë�
+ �¶��ÈÈ¶É��Ô��Üb

A :=











0 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 0 0 1
0 0 1 0 1
0 0 0 0 0











.

B	Û
¶·¶È -ÉÇ È�É��ÎÇ 
 �É¶Ï¶�Ð Nb

A3 =











1 0 0 0 1
0 0 1 1 1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0











.

�ÇÈÈ��ÇÜ 
�¶ -¸¶È¶�ÉÒ Ï	¸ÇÔ¶��	Í È�É��ÎÒ« ��å	·�È« ÔÉ	 Ô��¸	È��Ù�ÇÉ	
 ·¸��	Í N ��
�	 
	�ÐÈ�� Ú�� ¶·���ÎÒ« �É	Ü,�¶ Ï	 ·��Ê	Ö��¸�« Ï	Õ�ÛÒ
�àÉ« ÔÉ	 �à·� 
å	·�É N Ï	È¶Ô¶��Òå Õ	�ÉÇ��� æÔ¶
�·�	«
-É	 Õ	�ÉÇ�Ò HïSïN« SïNïH � NïHïS�µ�	
¶��ÉÐ ��¸�Ô�¶ Õ	�ÉÇ�� 
 	�Ê��Ë¶ È	ç�	 É�Õç¶ È¶É	·	ÈÉ	Ï	¸	Ê�Ô¶�Õ	Í �	�É��	
Õ� Q�È� �� LI]� ��¸� Ê��Ë �¶ È	ç¶É ÑÒÉÐ
	É�	�É��	
�� É	Ï	¸	Ê�Ô¶�Õ�« É	 
 �¶È ¶�ÉÐ Õ	�ÉÇ�Ò�

ó­ó­ c�®õd�±��õ
� d®°ö	®õ��
Øz¿¼Á¿Ã» ¼î½»{»â»¿¾ß| ¼~���� Q·¶Õ��É	
ÒÈ] Ï�	�Û
¶·¶��¶ÈÈ�	ç¶�É
 A � B ��ÛÒ
�¶É�Ü È�	ç¶�É
	 A × B = {(x, y)| x ∈ A, y ∈

∈ B }
� e���~��� ��������� �� X + ¸àÑ	¶ Ï	·È�	ç¶�É
	 Ï�ÜÈ	Ê	Ï�	�Û
¶·¶��Üb ρ ⊂ X × X

�
æÉ�	Ù¶��¶ ρ �� X ~����������« ¶�¸� ·¸Ü ¸àÑ	Ê	 x ∈ X Ï���

(x, x) ∈ ρ
�æÉ�	Ù¶��¶ ρ �� X ����~����������« ¶�¸� ·¸Ü ¸àÑ	Ê	 x ∈ X Ï���

(x, x) /∈ ρ
�

æÉ�	Ù¶��¶ ρ �� X ������~� ��« ¶�¸� ·¸Ü ¸àÑ	Í Ï��Ò (x, y) �ÛÇ�¸	
�Ü (x, y) ∈ ρ �¸¶·Ç¶É (y, x) ∈ ρ
�æÉ�	Ù¶��¶ ρ �� X ����������~� ��« ¶�¸� �Û Ç�¸	
�Í (x, y) ∈ ρ� (y, x) ∈ ρ �¸¶·Ç¶É x = y.æÉ�	Ù¶��¶ ρ �� X �������~� ��« ¶�¸� ·¸Ü ¸àÑ	Í Ï��Ò (x, y) �ÛÇ�¸	
�Ü (x, y) ∈ ρ �¸¶·Ç¶É (y, x) /∈ ρ
�



�� �ó÷òö£÷óð\õöö¤ò ¥óõ¦¤ _oada BæÉ�	Ù¶��¶ ρ �� X �~���������« ¶�¸� ·¸Ü ¸àÑÒå ·
Çå Ï�� (x, y)� (y, z) �Û Ç�¸	
�Í (x, y) ∈ ρ � (y, z) ∈ ρ �¸¶·Ç¶É (x, z) ∈ ρ
�æÉ�	Ù¶��¶ ρ̃ ��ÛÒ
�àÉ ���������� 	É�	Ù¶��Ü ρ �� �
	Í�É
	 A

«
¶�¸� ρ̃ 	Ñ¸�·�¶É �
	Í�É
	È A

«
ρ ⊂ ρ̃ � ·¸Ü ¸àÑ	Ê	 	É�	Ù¶��Ü σ �	�
	Í�É
	È A �Ï��
¶·¸�
	 
¸	ç¶��¶ ρ̃ ⊂ σ

��	ÈÏ	Û�Î�¶Í Ñ�����Òå 	É�	Ù¶��Í ρ ⊂ X × X � σ ⊂ X × X��ÛÒ
�àÉ 	É�	Ù¶��¶ τ = σ ◦ ρ
« �	�É	Ü,¶¶ �Û Ï�� (x, z)

« É�Õ�å« ÔÉ	
(x, y) ⊂ ρ

«
(y, z) ⊂ σ

�
Ú���Û�É�
�	¶ Û�ÈÒÕ���¶ 	É�	Ù¶��Ü ρ �È¶¶É 
�· ρ+ =

∞
⋃

k=1

ρk, Ê·¶
ρ2 = ρ ◦ ρ

«
ρk = ρ ◦ ρk−1 �½»¼½»ãÂ ¾¿| .�������� ρ �~��������� ����� � ������ �����Á

����� ρ ◦ ρ ⊂ ρ ¨¹��Ë ¶�ÉÐ 	É�	Ù¶��¶ �� È�	ç¶�É
¶ 
¶�Ù��� Ì¸¶È¶�É�È� -É	Ê		É�	Ù¶��Ü Ü
¸ÜàÉ�Ü ·ÇÊ� Q�¸� �¶Ñ��« ¶�¸� 	É�	Ù¶��¶ ��ÈÈ¶É��Ô�	]�æ�Ê��Ë ��ÛÒ
�¶É�Ü �~����������« ¶�¸� ·¸Ü ¸àÑÒå ¶Ê	 ·ÇÊ
[vi, vk]

«
[vk, vj ]

�Ç,¶�É
Ç¶É Û�ÈÒÕ�à,�Ü ·ÇÊ� [vi, vj ]
�ä �· �Ô �� ø��¸¶·	
�ÉÐ 	É�	Ù¶��¶« Û�·���	¶ È�É��Î¶Í Q���� Q�N]«�� ��ÈÈ¶É��à« ��É���ÈÈ¶É��à« ���ÈÈ¶É��à« �¶Ë¸¶Õ��
�	�ÉÐ« ��É�Ö�¶Ë¸¶Õ��
�	�ÉÐ� ��ÍÉ� É���Û�É�
�	¶ Û�ÈÒÕ���¶ 	É�	Ù¶��Ü� µ	�É�	Ö�ÉÐ Ê��Ë 	É�	Ù¶��Ü ρ � ¶Ê	 É���Û�É�
�	Ê	 Û�ÈÒÕ���Ü�

� O H H H
O O O H
O H H OO O O O

¡
H O H H
O O H OO H O OO O O O

� O H O OO H H HH O H OO O O O
� O O H HH O O OO H O OO O O O

� O O O HH H O OH O O OO O H O

� H H H OO O O OH O O H
O O O O

� O O H HH O H HH O O OO O O O

� H O O H
O O H HH O H OO O O O

� H O H H
O O H OO H H OO O O O

êUW] �]�
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æÉ 
 ¶ ÉÒ

� O H H H
O O O H
O H H H
O O O O

¡
H H H H
O H H OO H H OO O O O

� H H H HH H H HH H H H
O O O O

� H H H HH H H HH H H H
O O O O

� H O H HH H H HH O H HH O H H

� H H H H
O O O OH H H H
O O O O

� H O H HH O H HH O H H
O O O O

� H O O HH O H HH O H H
O O O O

� H H H H
O H H OO H H OO O O O

êUW] �]§µ��È¶ �� F��	 	É�	Ù¶��¶« Û�·���	¶ È�É��Î¶Í

A =

H O O HH O O OO O O OO O H H .

ø��¸¶·	
�ÉÐ 	É�	Ù¶��¶ �� ��ÈÈ¶É��à« ��É���ÈÈ¶É��à« ���ÈÈ¶ÉÖ��à« �¶Ë¸¶Õ��
�	�ÉÐ« ��É��¶Ë¸¶Õ��
�	�ÉÐ� ��ÍÉ� É���Û�É�
�	¶ Û�ÖÈÒÕ���¶ 	É�	Ù¶��Ü� µ	�É�	�ÉÐ Ê��Ë 	É�	Ù¶��Ü ρ � ¶Ê	 É���Û�É�
Ö�	Ê	 Û�ÈÒÕ���Ü�

Æ ¶Ù ¶ � � ¶� ø��¸¶·Ç¶È �
	Í�É
� ·���	Ê	 	É�	Ù¶��Ü�H� F���	¶ 	É�	Ù¶��¶ �¶ Ü
¸Ü¶É�Ü ��ÈÈ¶É��Ô�ÒÈ« É�Õ Õ�Õ È�É��Î�
�¶��ÈÈ¶É��Ô��� ��Ï��È¶�« Ï��� QQ« H] Ï����·¸¶ç�É ρ

« � Ï��� QH« Q]
¶ÈÇ �¶ Ï����·¸¶ç�É�Q� æÉ�	Ù¶��¶ ��É���ÈÈ¶É��Ô�	« É�Õ Õ�Õ �¶É �� 	·�	Í Ï��Ò aij =
= aji = 1

«
i 6= j.N� æÉ�	Ù¶��¶ ��É���ÈÈ¶É��Ô�	« �	 �¶ ���ÈÈ¶É��Ô�	« É�Õ Õ�Õ ��

·��Ê	��¸� È�É��ÎÒ �È¶àÉ�Ü -¸¶È¶�ÉÒ« ��
�Ò¶ H�S�B�¶ ·��Ê	��¸Ð�Ò¶ -¸¶È¶�ÉÒ È�É��ÎÒ �¶Ë¸¶Õ��
�	Ê	 	É�	Ù¶��Ü
��
�Ò H� F���	¶ 	É�	Ù¶��¶ �¶ Ü
¸Ü¶É�Ü �¶Ë¸¶Õ��
�ÒÈ�



�� �ó÷òö£÷óð\õöö¤ò ¥óõ¦¤ _oada BG� æÉ�	Ù¶��¶ �¶ 	Ñ¸�·�¶É �
	Í�É
	È ��É��¶Ë¸¶Õ��
�	�É�« É�Õ Õ�Õ
·��Ê	��¸Ð È�É��ÎÒ �¶�Ç¸¶
�Ü�L� F���	¶ 	É�	Ù¶��¶ �¶ Ü
¸Ü¶É�Ü É���Û�É�
�ÒÈ« É�Õ Õ�Õ« ��Ï��ÖÈ¶�« Ï��Ò QH« S] � QS« N] Ï����·¸¶ç�É ρ

« � Ï��� QH« N] ¶ÈÇ �¶ Ï����·Ö¸¶ç�É���Í·¶È É���Û�É�
�	¶ Û�ÈÒÕ���¶ Ê��Ë�« Û�·���	Ê	 	É�	Ù¶��¶È
ρ
� µ�	Î¶·Ç�� É���Û�É�
�	Ê	 Û�ÈÒÕ���Ü �
	·�É�Ü Õ ·	Ñ�
¸¶��à 

È�É��ÎÇ �È¶ç�	�É� Ê��Ë� È���È�¸Ð�	Ê	 Ô��¸� ¶·���Î« É�Õ« ÔÉ	ÑÒ
�		É
¶É�É
Çà,¶¶ 	É�	Ù¶��¶ 	Ñ¸�·�¸	 �
	Í�É
	È É���Û�É�
�	�É��

�����¡ K¨
H� BÒÔ��¸Ü¶È È�É��ÎÇ Õ	ÈÏ	Û�Î�� ρ2 = ρ ◦ ρ

� F¸Ü -É	Ê	 ÇÈ�	ç�Ö¶È * È�É��ÎÇ ��ÈÇ �� �¶ÑÜb A1 = AA
�

F¸Ü i, j = 1, ..., 4 
ÒÔ��¸Ü¶È
a1ij

= (ai1 ∧ a1j) ∨ (ai2 ∧ a2j) ∨ (ai3 ∧ a3j) ∨ (ai4 ∧ a4j).

µ	¸ÇÔ�¶È

A1 =

H O O HH O O OO O O OO O H H

H O O H
O O O OO O O OO O H H =

H O H HH O O H
O O O OO O H H .

Q� ��å	·�È ¸	Ê�Ô¶�ÕÇà �ÇÈÈÇ Q·�Û.à�ÕÎ�à] È�É��Î� µ	-¸¶È¶�ÉÖ��Ü ·�Û.à�ÕÎ�Ü È�É��Î ·�¶É

A2 = A ∨ A1 =

H O H HH O O H
O O O OO O H H .

N� ���
��È A2
� È�É��ÎÇ A

� ��¸� A2 = A
« É	 A2

+ ��Õ	È�Ü
È�É��Î�� ��¸� A2 6= A

« É	 Ï	¸�Ê�¶È A = A2
« 
	Û
��,�¶È�Ü Õ Ï� H �

Ï	
É	�Ü¶È 
�à Ï�	Î¶·Ç�Ç ·¸Ü �	
	Í È�É��ÎÒ� B ·���	È �¸ÇÔ�¶ A2 6=
6= A

� µ����È�¶È

A =

H O H HH O O H
O O O OO O H H .

RXx t�rary t`qmwdxkx�mx ��oxdc� sar`m� A = BC z tqæoxsx�r�csoqpmlxz�ms �s�q�x�mxs B ∧ C j 8lxdmk�qn aij = 1n xzom �qr� �c d qk�qszo�lax k�� æoxsx�r i�� zr`q�m tx`dqpq zqs�q�mrxo� m k�� æoxsx�r j�pqzrqo��a drq`qpq zqs�q�mrxo� qk�qd`xsx��q `ad�c {j ; t`qrmd�qs zo�lax
aij = 0j



BjBj aóõöb÷£÷\öðò bõÑ¤�õö÷ò �D
1′
� EÈ�	ç�¶È È�É��ÎÇ ��ÈÇ �� �¶ÑÜb

A1 = AA =

H O H HH O O H
O O O OO O H H

H O H HH O O H
O O O OO O H H =

H O H HH O H H
O O O OO O H H .

2′
� ��å	·�È ¸	Ê�Ô¶�ÕÇà �ÇÈÈÇ Q·�Û.à�ÕÎ�à] È�É��Îb

A2 = A ∨ A1 =

H O H HH O H H
O O O OO O H H .

3′
� ���
��
�¶Èb A2 6= A

� µ	¸�Ê�¶È A = A2
� Ï	
É	�Ü¶È Ï�	Î¶·Ç�Ç

¶,¶ ��Û�
1′′
� EÈ�	ç�¶È

A1 = AA =

H O H HH O H H
O O O OO O H H

H O H HH O H H
O O O OO O H H =

H O H HH O H H
O O O OO O H H .

2′′
� ��å	·�È �ÇÈÈÇb

A2 = A ∨ A1 =

H O H HH O H H
O O O OO O H H .

3′′
� ���
��
�¶Èb A2 = A

� �¸¶·	
�É¶¸Ð�	« A2
+ È�É��Î� É���Û�ÖÉ�
�	Ê	 Û�ÈÒÕ���Ü Û�·���	Ê	 	É�	Ù¶��Ü�

�����¡ O¨ ú¸Ê	��ÉÈ E	�Ù¶¸¸� * :QJ;�
Æ���È�É��
�¶È 
�¶ 
�¶·��Ê	��¸Ð�Ò¶ -¸¶È¶�ÉÒ È�É��ÎÒ� ��¸�

aij 6= 0
« É	 iÖà �É�	ÕÇ Û�È¶�Ü¶È ·�Û.à�ÕÎ�¶Í iÖÍ � jÖÍ �É�	Õ�H� Ì¸¶È¶�É a14 = 1

� µ¶�
Çà �É�	ÕÇ Û�È¶�Ü¶È Ï	-¸¶È¶�É�	Í ·�Û.Öà�ÕÎ�¶Í Ï¶�
	Í � Ô¶É
¶�É	Í �É�	Õ�b

A1 =

H O H HH O O OO O O OO O H H .

R'f&$�fhh ~j



�� �ó÷òö£÷óð\õöö¤ò ¥óõ¦¤ _oada BQ� Ì¸¶È¶�É a21 = 1
� BÉ	�Çà �É�	ÕÇ Û�È¶�Ü¶È Ï	-¸¶È¶�É�	Í ·�Û.Öà�ÕÎ�¶Í 
É	�	Í � Ï¶�
	Í �É�	Õ�b

A2 =

H O H HH O H H
O O O OO O H H .

N� Ì¸¶È¶�É a43 = 1
� F�Û.à�ÕÎ�Ü Ô¶É
¶�É	Í � É�¶ÉÐ¶Í �É�	Õ� �¶

È¶�Ü¶É 
�· È�É��ÎÒ� Ú�Õ�È 	Ñ��Û	È« Ï	¸ÇÔ¶���Ü È�É��Î� Ü
¸Ü¶É�Ü
È�É��Î¶Í É���Û�É�
�	Ê	 Û�ÈÒÕ���Ü 	É�	Ù¶��Ü ρ

�
æÑ� �Ï	�	Ñ� ·�àÉ 	·�� � É	É ç¶ �¶ÛÇ¸ÐÉ�É��� ���Ç�Õ�å Q�G � Q�L Ï�¶·�É�
¸¶�Ò Ê��ËÒ 	É�	Ù¶��Ü ρ � ¶Ê	É���Û�É�
�	Ê	 Û�ÈÒÕ���Ü� F��Ê	��¸Ð�Ò¶ -¸¶È¶�ÉÒ È�É��ÎÒ �		ÉÖ
¶É�É
ÇàÉ Ï¶É¸ÜÈ �� Ê��Ë¶� ��É��Î� �¶��ÈÈ¶É��Ô��« Ï	-É	ÈÇ Ê��Ë

	É�	Ù¶��Ü 	��¶�É��	
���ÒÍ�

R

�

�

-

-

Q

SN

H

R

�

�

-

-

?	 ?

Q

SN

H

êUW] �]� êUW] �]¨

=>?@AÖÏ�	Ê��ÈÈ� ·¸Ü 	Ï�¶·¶¸¶��Ü �¶Õ	É	�Òå �
	Í�É
 	É�	Ù¶��ÜÏ	 ¶Ê	 È�É��Î¶ Ï��
¶·¶�� �� �� HOL� B Ï�	Ê��ÈÈ¶ ·�� É�Õç¶ �¸Ê	��ÉÈ
É���Û�É�
�	Ê	 Û�ÈÒÕ���Ü�

ó­�­ f
°·
õ�õ±ö ��	¸õ
µ ��gdõ
�±� ²�®³®
µ	�ÜÉ�¶ ��¸Ð�	Í �
ÜÛ�	�É� 	É�	��É�Ü É	¸ÐÕ	 Õ 	�Ê��Ë�È�.�������� 	�Ê��Ë� + �¶	Ê��Ë � É¶È� ç¶ 
¶�Ù���È�« �	 �¶Ñ��È�


È¶�É	 �		É
¶É�É
Çà,�å ·ÇÊ * �æ�Ê��Ë ��ÛÒ
�¶É�Ü �������« ¶�¸� �
ÜÛ�	 ¶Ê	 	��	
���¶�
RXaq�q`qrn �a�kqs� �xq`mx�rm`qda��qs� p`ab� �õöðö÷�òZ�÷ zqqrdxr�zrd�xr q`p`ab z rxsm �x dx`�m�asmn d �qrq`qs �a�kqx `x�`q wasx�x�qk�pasmn m��mkx�r�csm rxs �x dx`�m�as m msxTðmsm t`qrmdqtqoq��cx�at`adox�m�j :`qsx rqpqn t`m dclmzox�mm sar`m�c :m`�pqba �kq��q ddq�kmry ðó÷òö£õÔ÷h �q�cl�q t`qmwdqoy��T� �xqp`aba u wasx�� `x�x` k�pasm�zsj zj �B�j



Bj�j ÜðÑÕðöòö£¤ Z÷[ÖöðÓ Z\�böðZ£÷ ¥óõ¦õ �×
B¶�Ù��� u ��������� �Û 
¶�Ù��Ò v

« ¶�¸� �Ç,¶�É
Ç¶É È��Ù�ÇÉ�Û v 
 u
�æ�Ê��Ë ��ÛÒ
�¶É�Ü ������ ������� Q�¸� 	��
ÜÛ�ÒÈ]« ¶�¸� ¸àÑ�Ü¶Ê	 
¶�Ù��� ·	�É�ç�È� �Û ¸àÑ	Í 
¶�Ù��Ò�¹��Ë ��ÛÒ
�¶É�Ü �~�����~�����« ¶�¸� 	� Ü
¸Ü¶É�Ü 	��	
���¶È��¸Ð�	 �
ÜÛ�	Ê	 Ê��Ë��ä �· �Ô �� ��ÍÉ� Õ	ÈÏ	�¶�ÉÒ ��¸Ð�	Í �
ÜÛ�	�É� 	�Ê��Ë� Q����Q�J]�

�
EF

G

H
I J

i

¡
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G

H
I J

i

�
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H
I J
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�
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H
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�
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�
EF

G

H
I J
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�
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H
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êUW] �]¥
æÉ 
 ¶ ÉÒ

H Q H Q H Q
� Q« G« N« S J« L« H Ê G« H« L« N S« J« Q ç G« N« S« L J« H« Q
Ñ S« L« H« J Q« N« G · J« H« N« L Q« S« G Û S« J« G« H L« Q« N

 Q« H« J« N G« S« L ¶ Q« J« L« H N« S« G � N« J« H« Q S« G« L



�C �ó÷òö£÷óð\õöö¤ò ¥óõ¦¤ _oada Bµ��È¶ �� ��ÍÉ� Õ	ÈÏ	�¶�ÉÒ ��¸Ð�	Í �
ÜÛ�	�É� Ê��Ë� Q���� Q�M]�

EF

G

H I

J
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Æ ¶Ù ¶ � � ¶���É��Î� �È¶ç�	�É� Ê��Ë� �È¶Ö¶É 
�·

A1 = A =















0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0















.

B Ê��Ë¶ J ·ÇÊ« Ï	-É	ÈÇ ���Ñ	¸ÐÙ�Í ÏÇÉÐ ÑÇ·¶É �¶ ·¸���¶¶ �¶È��µ	�É�	�È È�É��ÎÇ ·	�É�ç�È	�É�b

A7 =

7
∑

k=1

Ak =















2 0 2 0 3 0
3 2 6 3 3 2
3 0 2 0 2 0
3 2 3 2 1 3
2 0 3 0 2 0
3 3 3 2 3 2















.

BÒ·¶¸�È �Û -É	Í È�É��ÎÒ Ê¸�
�Ò¶ È��	�Ò È�Õ��È�¸Ð�	Ê	 Ï	�Ü·Õ�«
�¶ �	·¶�ç�,�¶ �Ç¸�� ��¸� Ê��Ë �
ÜÛ¶�« É	 
 È�É��Î¶ ÑÇ·ÇÉ �É�	Õ�«
�¶ �	·¶�ç�,�¶ �Ç¸¶Í� ÌÉ	 �É�	Õ� Q« S« Lb















. . . . . .
3 2 6 3 3 2
. . . . . .
3 2 3 2 1 3
. . . . . .
3 3 3 2 3 2















.

���	� �	 �É�	Õ�È� � �É	¸ÑÎ�È� � -É�È� �	È¶��È� �		É
¶É�É
Ç¶É
	·�	Í Õ	ÈÏ	�¶�É¶ �
ÜÛ�	�É�b

A(2,4,6) =















. . . . . .

. 2 . 3 . 2

. . . . . .

. 2 . 2 . 3

. . . . . .

. 3 . 2 . 2















.



Bj�j ÜðÑÕðöòö£¤ Z÷[ÖöðÓ Z\�böðZ£÷ ¥óõ¦õ �{
E·�¸�È �Û È�É��ÎÒ �É�	Õ� � �É	¸ÑÎÒ � -É�È� �	È¶��È�� µ	¸ÇÔ�ÈÈ��	�« �		É
¶É�É
Çà,�Í 
É	�	Í Õ	ÈÏ	�¶�É¶ �
ÜÛ�	�É�b

A(1,3,5) =















2 . 2 . 3 .
. . . . . .
3 . 2 . 2 .
. . . . . .
2 . 3 . 2 .
. . . . . .















.

øÉ�Õ« 
 Ê��Ë¶ ·
¶ Õ	ÈÏ	�¶�ÉÒ ��¸Ð�	Í �
ÜÛ�	�É�b Ï	·Ê��Ë �
¶�Ù���È� H« N« G � Ï	·Ê��Ë � 
¶�Ù���È� Q« S« L� øÛ	Ñ��Û�È 	Ñ¶Õ	ÈÏ	�¶�ÉÒ ��¸Ð�	Í �
ÜÛ�	�É� 
 
�·¶ 	É·¶¸Ð�Òå Ê��Ë	
 Q���Ç�Õ� Q�I«Q�HO]� æÑ,¶¶ Ô��¸	 �¶Ñ¶� 
 Õ	ÈÏ	�¶�É�å È¶�ÐÙ¶ ��ÛÈ¶�� ��å	·�	Ê	Ê��Ë�� FÇÊ� :Q« N; �¶ 
	Ù¸� �� 
 	·�Ç Õ	ÈÏ	�¶�ÉÇ�

E

G

I

F

H

J

êUW] �]� êUW] �]�¦
Ú�� 
�����É� �¶Ù¶��Ü Û�·�Ô� 	 ��å	ç·¶��� Õ	ÈÏ	�¶�É ��¸Ð�	Í�
ÜÛ�	�É� Ê��Ë� 
 ���É¶È¶ =>?@A Ï��
¶·¶�Ò �� �� HOIïHHQ�



m3 26 2 j
kprpulm

«�~��� + �
ÜÛ�ÒÍ Ê��Ë Ñ¶Û Î�Õ¸	
� n�� Q�¸� ������ �����Ê��Ë] + �¶	Ê��Ë Ñ¶Û Î�Õ¸	
� �	ÈÏ	�¶�É�È� ¸¶�� Ü
¸ÜàÉ�Ü ·¶�¶
ÐÜ�½»¼½»ãÂ ¾Ø| «�� ����~��� G � n ��~������ ¡�� ������ �����Ú�Â�� ������� ������������oH] G í ��~���pQ] G í ������� �~��Á ����~��Â�� n − 1 ~�¡~�pN] G í ������ ����� �~��Á ����~��Â�� n − 1 ~�¡~�pS] �Ú¡�� ��� ���������ÚÂ�� ��~���� �~��� G ��������� ������������� ����pG] G í ������ ����� �~��Á �����Á  �� ���� � ���� ��¡����� ����
~�¡~�Á �� � ��� �������� ~���� ���� ����¨½»¼½»ãÂ ¾Û| ����~�� G �������� ����� ����� � ������ �����Á
����� ��~��� �~��� ν(G) = 0

�
B��ÜÔ�Ü 
¶�Ù��� 
 ·¶�¶
¶+ 
¶�Ù��� �É¶Ï¶�� H� B��ÜÔ�¶ 
¶�Ù��Ò��ÛÒ
�àÉ�Ü ��������« 
�¶ 	�É�¸Ð�Ò¶ + ����~������ 
¶�Ù���È����¸� 
 ·¶�¶
¶ 	�	Ñ	 
Ò·¶¸¶�� 	·�� 
¶�Ù���« ��ÛÒ
�¶È�Ü ��~���«É	 É�Õ	¶ ·¶�¶
	 ��ÛÒ
�¶É�Ü ��~�����« ���Ô¶ + ���¡�������	��¶
	¶ ·¶�¶
	 È	ç�	 �Ô�É�ÉÐ 	�Ê��Ë	È � 	��¶�É�Î�¶Í ·ÇÊ �ÛÕ	��Ü �¸� 
 Õ	�¶�Ð� æÔ¶
�·�	« ·¸Ü ¸àÑ	Í 
¶�Ù��Ò Õ	��¶
	Ê	 ·¶�¶
�«Õ�	È¶ Õ	��Ü« <3�XY = 1

� F¸Ü Õ	��Ü <3�XY
= 0
« ·¸Ü ¸��ÉÐ¶
 <3�Z[\

= 0
�

B¶�Ù��Ò ·¶�¶
�« Ç·�¸¶��Ò¶ �� ����É	Ü��¶ k Q
 Ô��¸¶ ·ÇÊ] 	ÉÕ	��Ü« 	Ñ��ÛÇàÉ kÖÍ �~�� QÇ�	
¶�Ð] ·¶�¶
�� ���Ñ	¸ÐÙ¶¶ Û��Ô¶��¶ k��ÛÒ
�¶É�Ü ������� ·¶�¶
����¸� �Û 
¶�Ù��Ò v Õ	��¶
	Ê	 ·¶�¶
� 
Òå	·ÜÉ ·ÇÊ�« É	 
¶�Ù��Ò�� Õ	�Î�å -É�å ·ÇÊ ��ÛÒ
�àÉ�Ü �Ò�	
ÐÜÈ� * �
�­¬­ -�õ±�
�� �����®

����� Õ 
¶�Ù��¶ v ·¶�¶
�+ -É	 È�Õ��È�¸Ð�ÒÍ Ï	·Ê��Ë« �	·¶�ç�Ö,�Í v 
 Õ�Ô¶�É
¶ 
��ÜÔ¶Í 
¶�Ù��Ò� ��� ck

¶�Ù��Ò k + ���Ñ	¸ÐÙ�Í��ÛÈ¶� ¶¶ 
¶É
¶Í� ×¶�É�	�· K ·¶�¶
� C + È�	ç¶�É
	 
¶�Ù�� � ���ÖÈ¶�ÐÙ�È 
¶�	Èb C = {v|c(v) = cmin}

:NQ;�
B¶� ¸àÑ	Ê	 ¸��É� ·¶�¶
� ��
¶� ��ÛÈ¶�Ç ·¶�¶
��
R; a�pom�z�q� omrx`ar�`x m ����� u kqlx`m �)fä��ái&�j 8rzTkan dx`q�r��qn m rx`sm� Skqlx`�mxU �a �x Szc�qd�mxU� �qsta�mm m rjtjW>om Ôòö£ó ÑõZZ kx`xda ÃB|Äj



�j{j +òö£óð÷ñ ñòóò\õ ��
BÒ�	É� ·¶�¶
� � Õ	��¶È« ���Ï	¸	ç¶��ÒÈ 
 Î¶�É�	�·¶« �¶ Ñ	¸ÐÙ¶

���È¶�ÐÙ¶Ê	 
¶�� ¶Ê	 
¶�Ù���
�
	Ñ	·�	¶ ·¶�¶
	 Ï	�Ü·Õ� n � ·
ÇÈÜ Î¶�É�	�·�È� �È¶¶É Ô¶É�	¶Õ	¸�Ô¶�É
	 
¶�Ù��« � 
¶� Õ�ç·	Ê	 Î¶�É�	�·� ��
¶� n/2

�
F¸Ü Î¶�É�	�·� ·¶�¶
� �Ç,¶�É
Ç¶É É¶	�¶È�`	�·���« ���¸	Ê�Ô��Ü

¶Ê	 ç¶ É¶	�¶È¶ 	 Î¶�É�¶ Q�È� É¶	�¶ÈÇ Q �� �� J]�
½»¼½»ãÂ ¾ì Q̀ 	�·���]| ©����� ��~��� ����� ����~���Á ���

����Â�� �� ����� ��� ���� ������� ��~��� :NQ;�
ä �· �Ô �� ��ÍÉ� Î¶�É�	�· ·¶�¶
� Q���� N�H] � ���È¶�ÐÙ�Í 
¶� ¶Ê	


¶�Ù���
�

* K ¹ À ç
è é q r *s
** *K *¹ *À *ç
*è *é *q *r Ks
K* KK K¹ KÀ Kç

¡

* K ¹ À ç
è é q r *s
** *K *¹ *À *ç
*è *é *q *r Ks
K* KK K¹ KÀ Kç

�

* K ¹ À ç
è é q r *s
** *K *¹ *À *ç
*è *é *q *r Ks
K* KK K¹ KÀ Kç

�

* K ¹ À ç
è é q r *s
** *K *¹ *À *ç
*è *é *q *r Ks
K* KK K¹ KÀ Kç

�

* K ¹ À ç
è é q r *s
** *K *¹ *À *ç
*è *é *q *r Ks
K* KK K¹ KÀ Kç

�

* K ¹ À ç
è é q r *s
** *K *¹ *À *ç
*è *é *q *r Ks
K* KK K¹ KÀ Kç

�

* K ¹ À ç
è é q r *s
** *K *¹ *À *ç
*è *é *q *r Ks
K* KK K¹ KÀ Kç

�

* K ¹ À ç
è é q r *s
** *K *¹ *À *ç
*è *é *q *r Ks
K* KK K¹ KÀ Kç

�

* K ¹ À ç
è é q r *s
** *K *¹ *À *ç
*è *é *q *r Ks
K* KK K¹ KÀ Kç

êUW] �]�



�� tòóò\Ö� _oada �æÉ 
 ¶ ÉÒ
cmin C cmin C cmin C� HO QN Ê HQ Q ç HQ HS

Ñ HQ I · HQ QN Û HQ HM

 HH HQ ¶ HH HJ � HQ HQ

µ��È¶ �� ��ÍÉ� ���È¶�ÐÙ�Í 
¶� 
¶�Ù�� ·¶�¶
� Q���� N�Q] � ¶Ê	
Î¶�É�	�·�

* K ¹ À

ç è é q
r *s ** *K
*¹ *À *ç *è

êUW] �]�

Æ ¶Ù ¶ � � ¶� æÔ¶
�·�	« 
¶� Õ�ç·	Í 
�Ö�ÜÔ¶Í 
¶�Ù��Ò ·¶�¶
� Ï	�Ü·Õ� n ��Ö
¶� n − 1
� B��ÜÔ�¶ 
¶�Ù��Ò �¶ È	ÊÇÉ�	�É�
�ÉÐ Î¶�É�	�· ·¶�¶
�« Ï	-É	ÈÇ��Õ¸àÔ�È �Û ����È	É�¶��Ü 
¶�Ù��ÒH« Q« S« L« HQ« HN � HL� F¸Ü 
�¶å 	�É�¸ÐÖ�Òå 
¶�Ù�� ��Í·¶È �å 
¶�« 
ÒÔ��¸ÜÜ·¸��Ç Q��ÛÈ¶�] �å 
¶É
¶Í�

���¸	 
¶É
¶Í 
¶�Ù��Ò ��
�	 ¶¶ �É¶Ï¶��� Æ�ÛÈ¶�Ò 
¶É
¶Í 
¶�Ù��N« G � M ��
�Ò H � HS� �¸¶·	
�É¶¸Ð�	« 
¶�� -É�å 
¶�Ù�� ��
�Ò HS�� 
¶�Ù��¶ J Ï	·å	·ÜÉ Ô¶ÉÒ�¶ 
¶É
� ��ÛÈ¶�	È H« Q« Q � HO� Ú�Õ�È
	Ñ��Û	È« ¶¶ 
¶� c7 = 10

� ú��¸	Ê�Ô�	 
ÒÔ��¸ÜàÉ�Ü 
¶�� ·�ÇÊ�å 
¶�Ù��b
c9 = 13

«
c10 = c14 = 12

«
c11 = c15 = 8

� ����È�¸Ð�ÒÍ 
¶� 
¶�Ù�� ��
¶�M« �¸¶·	
�É¶¸Ð�	« Î¶�É�	�· ·¶�¶
� 	Ñ��ÛÇàÉ ·
¶ 
¶�Ù��Ò � É�Õ�È

¶�	Èb HH � HG�

�­ó­ ®��g±��õ®g 	
���
�	®
F¶�¶
ÐÜ Ï�¶·�É�
¸ÜàÉ �	Ñ	Í 
�ç�ÒÍ 
�· Ê��Ë	
� � Ï	È	,Ðà·¶�¶
Ð¶
 	Ï��Ò
�àÉ�Ü Ñ�ÛÒ ·���Òå« ·¶�¶
ÐÜ È	·¶¸��ÇàÉ �¸Ê	��ÉÈÒ

� Ï�	Ê��ÈÈÒ« �å ��Ï	¸ÐÛÇàÉ 
 -¸¶ÕÉ�	É¶å��Õ¶« å�È��� æ·�	Í �Û
�ÕÉÇ�¸Ð�Òå Û�·�Ô 
 -Ï	åÇ Õ	ÈÏÐàÉ¶��Òå � É¶¸¶Õ	ÈÈÇ��Õ�Î�	��Òå�¶É¶Í Ü
¸Ü¶É�Ü Û�·�Ô� �ç�É�Ü ��Ë	�È�Î��� �à·� 
å	·�É � Õ	·��	
Õ�
·¶�¶
Ð¶
� �	ÈÏ�ÕÉ��Ü Û�Ï��Ð ·¶�¶
�« Ï	¸�	�ÉÐà 	Ï��Ò
�à,�Ü ¶Ê	
�É�ÇÕÉÇ�Ç« È	ç¶É �Ç,¶�É
¶��	 ÇÏ�	�É�ÉÐ Õ�Õ Ï¶�¶·�ÔÇ ��Ë	�È�Î��	 ·¶�¶
¶« É�Õ � ��Ñ	ÉÇ � ��È� Æ�Û¸�Ô�Ò¶ 
�·Ò Õ	·��	
Õ� ·¶�¶
Ð¶

Ï	·�	Ñ�	 	Ï����Ò 
 :HS;�
µ��
¶·¶È 	·�Ç �Û Ï�	�É¶ÍÙ�å Õ	·��	
	Õ Ï	È¶Ô¶��Òå ·¶�¶
Ð¶
 �
Ò·¶¸¶��ÒÈ Õ	��¶È + ·¶�ÜÉ�Ô�Çà��	·��ÇÜ ·¶�¶
	« Ï��·¶�ç�
�¶È�Ü �¸¶·Çà,�å Ï��
�¸�H� �	·��	
Õ� ��Ô���¶É�Ü � Õ	��Ü � Û�Õ��Ô�
�¶É�Ü 
 Õ	��¶�Q� ��ç·ÒÍ Ù�Ê �� 	·�Ç ·ÇÊÇ 	É Õ	��Ü Õ	·��Ç¶É�Ü ¶·���Î¶Í�N� B ÇÛ¸¶ 
ÒÑ���¶È ��Ï��
¸¶��¶ �� 
¶�Ù��Ç � È¶�ÐÙ�È �	È¶�	È�



�jBj tòZ�£÷�öõ� �ðñ÷óð\�õ �|
S� F	�É�Ê�Ç
 ¸��É�« �·¶È ��Û�·« Õ	·��ÇÜ Õ�ç·ÒÍ Ù�Ê �Ç¸¶È�G� µ�� ·
�ç¶��� ��Û�· 
 ÇÛ¸¶ 
�¶Ê·� 
ÒÑ���¶È ��Ï��
¸¶��¶ ��

�¶Ï�	Í·¶��Çà 
¶�Ù��Ç � È¶�ÐÙ�È �	È¶�	È��	·��	
Õ� 
 É�Õ	Í Ë	�È¶ Ï	¸ÇÔ�¶É�Ü ·	�É�É	Ô�	 Õ	ÈÏ�ÕÉ�	Í«
	·��Õ	 	�� �¶ �¶�¶É 
 �¶Ñ¶ ��Ë	�È�Î�� 	 �	È¶��å 
¶�Ù�� ·¶�¶
���Ç,¶�É
ÇàÉ ���¸	Ê�Ô�Ò¶ Õ	·��	
Õ�« Ê·¶ 
È¶�É	 ¶·���Î 
 É�Õ	È ç¶
Ï	�Ü·Õ¶ Ï�	�É�
¸ÜàÉ�Ü �	È¶�� �¸� ��Û
���Ü 
¶�Ù�����ÉÐ ·¶�¶
ÐÜ« ·¸Ü Õ	É	�Òå �¶�¸	ç�	 
Ò
¶�É� Ë	�ÈÇ¸Ç ·¶�ÜÉ�Ô�	Í
Õ	·��	
Õ�� Æ���È	É��È« ��Ï��È¶�« Ê��ËÒÖÛ
¶Û·Ò K1,n

« Ü
¸Üà,�¶�Ü
Ï	¸�ÒÈ� ·
Ç·	¸Ð�ÒÈ� Ê��Ë�È�« 	·�� �Û ·	¸¶Í Õ	É	�Òå �	�É	�É �Û
	·�	Í 
¶�Ù��Ò * � F�ÇÊ	¶ 	Ñ	Û��Ô¶��¶ Û
¶Û· + K1,n = Sn

�
�� ���Ç�Õ�å N�NïN�L Ï��
¶·¶�Ò Û
¶Û·Ò � �å ·
	�Ô�Ò¶ � ·¶�ÜÉ�ÔÖ�Ò¶ Õ	·��	
Õ�� �	�¶�Ð ·¶�¶
� ���Ï	¸�Ê�¶É�Ü 
 Î¶�É��¸Ð�	Í 
¶�Ù��¶

Û
¶Û·Ò� ñ¶ÊÕ	 Ï	¸ÇÔ�ÉÐ 	Ñ,Çà Ë	�ÈÇ¸Çb Z(Sn) = 2(4n − 1)/3
�

S2

1010
10

S3

101010
42

S4

10101010
170

S5

1010101010
682

êUW] �]� êUW] �]§ êUW] �]� êUW] �]¨
��¸� Õ	�¶�Ð Ï	È¶�É�ÉÐ 
 ¸àÑ	Í �Û 
��ÜÔ�å 
¶�Ù��« É	 Õ	· Z ′ É�Õ	ÖÊ	 ·¶�¶
� ÑÇ·¶É 
Ò��ç�ÉÐ�Ü Ñ u	¸ÐÙ�È Ô��¸	È� P	¸¶¶ É	Ê	« �Ç,¶�É
Ç¶É

Û�
���È	�ÉÐ Z(Sn)−Z ′(Sn) = Z(Sn−1)
� ú��¸	Ê�Ô�	 ����È�É��
�àÉ�Ü

Î¶Ï� K QCn
§ ���� N�J]�B Û
¶Û·�å É	¸ÐÕ	 ·
� 
�����É� ���Ï	¸	ç¶��Ü Õ	��Ü � ��Û¸�Ô�ÒÈ�

C2

C3

C4

C5

êUW] �]¥

·¶�ÜÉ�Ô�ÒÈ� Õ	·��	
Õ�È�� B Î¶Ï�ç¶ Ô��¸	 
�����É	
 Õ	·��	
	Õ 
Û�
���È	�É� 	É Ï	¸	ç¶��Ü Õ	��Ü���É¶É � Ç
¶¸�Ô¶��¶È n
� Æ���È	É��È��ÈÒÍ Ï�	�É	Í 
�����É« ���Ï	¸	ç�
Õ	�¶�Ð 
 Õ	�Î¶
	Í 
¶�Ù��¶ Q̧ ��É¶]�F¸Ü C2

Ï	¸ÇÔ�È ·¶�ÜÉ�Ô�ÇàÕ	·��	
ÕÇ HO � ·
	�Ô�Çà Q� Ú	Ô�	É�Õ ç¶ ·¸Ü 	�É�¸Ð�Òå Î¶Ï¶ÍbHHOO � HQ« HHHOOO � GL« HHHHOOOO

RÊra �x dx`�m�a �do�xrz� �x�r`qs m �x�r`qmkqs kx`xdaj Xamsx�y�m�dxz dx`�m� wdxwkc `adx� {jWV �xtx� C2n
m C2n+1

�amsx�y�m� dxz dx`�m� `adx� njvx�r` m �x�r`qmk�xtx� zqdtakaTrj



�� tòóò\Ö� _oada �
� QSO� æÑ,�Ü Ë	�ÈÇ¸� ·¸Ü ·¶�ÜÉ�Ô�	Í Õ	·��	
Õ� Î¶Ï� � Õ	��¶È 
Õ	�Î¶
	Í 
¶�Ù��¶ �È¶¶É 
�· Z(Cn) = 2n−1(2n−1 − 1).ä�· �Ô �� ä�Ï���ÉÐ ·¶�ÜÉ�Ô�ÒÍ Õ	· ·¶�¶
� Q���� N�M] � Õ	��¶È 
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êUW] �]©æÉ 
 ¶ ÉÒ
�	·QHO] �	·QHO] �	·QHO]

� JLLIOGJJL Ê MLQMNMMQM ç HOOQLSNNQM
Ñ IQOIQLLSO · IGGNJHNIQ Û MLNGHMQGL

 JGSGQQGIQ ¶ IJMHHGIJL � ILLJQGQHL
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µ��È¶ �� ä�Ï���ÉÐ ·¶�ÜÉ�Ô�ÒÍ Õ	· ·¶�¶
� Q���� N�I] � Õ	��¶È 

¶�Ù��¶ N�

* K ¹

À ç è

é q r

êUW] �]�

Æ ¶Ù¶ � � ¶� �� 	��	
���� Ï��
�¸� Õ	·��	
ÖÕ�« ·
�Ê�Ü�Ð Ï	 ·¶�¶
Ç« Ï�	�É�
�È 
 Õ	· ¶·�Ö��ÎÒ � �Ç¸�� µ�� ·
�ç¶��� �Û Õ	��Ü N Õ 
¶�ÖÙ��¶ J Ï�	å	·�È Ô¶ÉÒ�¶ �¶Ñ��� B Õ	· Û�Ï�Ö�Ò
�¶È Ô¶ÉÒ�¶ ¶·���ÎÒb HHHH� B	Û
��,�Ü�Ð	É 
¶�Ù��Ò J Õ 
¶�Ù��¶ Q Q·	 Ñ¸�ç�ÍÙ¶Í��Û
�¸Õ�]« Ï�	å	·�È É�� �¶Ñ��� ä�Ï��Ò
�¶È
 Õ	· É�� �Ç¸Üb OOO� æÉ 
¶�Ù��Ò Q Õ G � ·�¸¶¶Õ M QÈ¶�ÐÙ�Í �	È¶�]b HH§ 	É M ��Û�· Õ G � 	ÉG Õ Ib OH§ 	É I Õ Õ	��à Nb OOO�ø ��Õ	�¶Î« 	É N Õ L � 	Ñ��É�	b HO� B �É	Ê¶« �	Ñ���Ü 
�¶ 
È¶�É¶«Ï	¸ÇÔ�È ·
	�Ô�ÒÍ Õ	· ·¶�¶
�b
1 111 000 110 100 010.Æ�ÛÑ�
�Ü Ô��¸	 �� É�	ÍÕ�« Ï¶�¶
	·�È Ï	¸ÇÔ¶��	¶ ·
	�Ô�	¶ Ï�¶·�É�
Ö¸¶��¶ 
 
	�ÐÈ¶��Ô�	¶ * � µ	¸ÇÔ�¶È 17006428

� ä�É¶È Ï¶�¶
	·�È -É	Ô��¸	 
 ·¶�ÜÉ�Ô�	¶b 2 · 80 + 4 · 81 + 6 · 82 + 0 · 83 + 7 · 84 + 1 · 85 =
= 61858.�	ç�	 Ï¶�¶
¶�É� ·
	�Ô�	¶ Ô��¸	 �Û n Î�Ë� 
 ·¶�ÜÉ�Ô�	¶ Ô��¸	�¶Ï	��¶·�É
¶��	 Ï	 Ë	�ÈÇ¸¶

n
∑

i=1

ki2
n−i,

Ê·¶ ki
+ iÖÜ Î�Ë�� QO �¸� H] 
 ·
	�Ô�	È Ô��¸¶�

=>?@AÖÏ�	Ê��ÈÈ� ·¸Ü ·¶�ÜÉ�Ô�	Í Õ	·��	
Õ� Ï��
¶·¶�� �� �� HQO�
�­�­ f
���
�	® ��w³��®

BÒÑ	� Õ	·��	
Õ� ·¶�¶
� Û�
���É 	É �¶Ù�¶È	Í É¶	�¶É�Ô¶�Õ	Í �¸�É¶å��Ô¶�Õ	Í Û�·�Ô�� ��¶·� 
�¶å 
	ÛÈ	ç�Òå Õ	·��	
	Õ ¶�É¶�É
¶��		ÉÒ�Õ�ÉÐ 	ÏÉ�È�¸Ð�Ò¶ Ï	 Õ�Õ	ÈÇÖÉ	 Õ�Ô¶�É
Ç �¶Ù¶��Ü� BÏ¶�
Ò¶ Ï�	ÖÑ¸¶È	Í 	ÏÉ�È�¸Ð�	�É� Õ	·��	
Õ� ·¶�¶
Ð¶
 Û��Ü¸�Ü ú�B� ú����È	

QæÑ 	ÏÉ�È�¸Ð�	Í ÇÏ�Õ	
Õ¶ ·¶�¶
Ð¶
cc ��Ñ¶��¶É�Õ�� + HIJL� ë N� ��MI ï IH]� PÒ¸	 Ï	Õ�Û��	« ÔÉ	 �Ç,¶�É
Ç¶É 	ÏÉ�È�¸Ð�ÒÍ 
 	Ï�¶·¶¸¶��	È�ÈÒª¸¶ Õ	· ·¶�¶
�+ É�Õ ��ÛÒ
�¶ÈÒÍ Õ	· µ�àË¶�� K � ÌÉ	 ·	�É�É	Ô�	�¶·Õ	 ÇÏ	È���¶È	¶ �ÈÜ 
�É�¶Ô�¶É�Ü 
 É� H Õ��Ê� F� ��ÇÉ� :HL; � 
 Õ��ÖÊ¶ æ� æ�¶ :QG; 
 �
ÜÛ� � 
Ò
	·	È Ô��¸� nn−2 Ï	È¶Ô¶��Òå ·¶�¶
Ð¶
 ¹ �

R>sxxs 0002 = 08
n 0012 = 18

n 0102 = 28
n 0112 = 38

n 1002 = 48
n 1012 = 58

n
1102 = 68

n 1112 = 78
jWâ&äxi&n ß&Æ$á âfäh �i(ÆyjÉ@xq`xsa :æom �Îf)hi) zj�j



�� tòóò\Ö� _oada ����Ñ	¸¶¶ Ï	¸�	 Õ	·��	
Õ� µ�àË¶�� � ·¶Í�É
�Ü � Ô��¸�È� QÕ	·�È�]µ�àË¶�� ����È	É�¶�Ò 
 ËÇ�·�È¶�É�¸Ð�	È É�Ç·¶ B��� ���ÐÜ�	
� �B�ú� �
�É�Ê�¶¶
� :HS;�
B Ô��É�	�É�« ÑÒ¸	 Ï	Õ�Û��	« Õ�Õ 	Ñ��ÛÇ¶É�Ü Õ	· µ�àË¶�� ·¶�¶
�«

Ï	¸ÇÔ¶��	Ê	 �Õ¸¶ÍÕ	Í Q	É	ç·¶�É
¸¶��¶È 
¶�Ù��] ·
Çå ·�ÇÊ�å ·¶�¶Ö
Ð¶
� æÉÈ¶É�È« ÔÉ	 Õ	·��	
Õ� µ�àË¶�� Ï��È¶�Ü¶É�Ü Õ �
	Ñ	·�ÒÈ
·¶�¶
ÐÜÈ Q�¶	��¶�É��	
���ÒÈ ·¶�¶
ÐÜÈ« É�¶� ·¶�¶
ÐÜÈ« 
 Õ	É	�Òå �¶É

Ò·¶¸¶��	Ê	 Õ	��Ü]�µ��
¶·¶È �¸Ê	��ÉÈ Õ	·��	
Õ� Ï	È¶Ô¶��	Ê	 ·¶�¶
� Ï	 µ�àË¶�Ç�

H� ��ÍÉ� 
��ÜÔÇà 
¶�Ù��Ç � È���È�¸Ð�ÒÈ �	È¶�	È i
�

Q� ä�Ï���ÉÐ 
 Õ	· µ�àË¶�� 
¶�Ù��Ç« �È¶ç�Çà � i
�

N� E·�¸�ÉÐ 
¶�Ù��Ç i �Û ·¶�¶
�� ��¸� ·¶�¶
	 �¶ ÏÇ�É	¶« É	 Ï¶�¶ÍÉ�Õ Ï�H�

ä �· �Ô �� ä�Ï���ÉÐ Õ	· µ�àË¶�� :HS; ·¶�¶
� Q���� N�HO]�
�
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¡
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�
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�
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�
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�

* K ¹ À
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�
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*¹ *À *ç *è
�

* K ¹ À
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r *s ** *K

*¹ *À *ç *è

êUW] �]�¦
æÉ 
 ¶ ÉÒ

�	· µ�àË¶��
� :G« N« S« M« J« I« HH« HN« I« G« L« J« HH« HG;
Ñ :Q« L« S« M« I« J« M« HQ« HO« HH« HS« HG« HH« HQ;

 :Q« Q« L« M« L« J« J« HH« HN« HS« HH« HG« HS« HG;
Ê :G« L« J« M« HQ« I« HO« I« G« L« J« M« HQ« HL;
· :Q« N« Q« L« I« HO« I« HO« HS« HO« L« J« M« HQ;
¶ :G« Q« L« M« I« HO« J« HH« HN« HH« HH« HG« HS« HG;
ç :N« Q« H« G« M« J« L« G« I« HN« I« HO« HH« HG;
Û :Q« N« Q« L« I« HO« HS« HN« I« HO« L« J« M« HQ;
� :Q« L« N« S« N« Q« L« HO« HO« HS« HH« HG« HS« HG;

µ��È¶ �� ä�Ï���ÉÐ Õ	· µ�àË¶�� :HS; ·¸Ü ·¶�¶
� Q���� N�HH]�

* K ¹ À
ç è é q
r *s ** *K
*¹ *À *ç *è

êUW] �]��
Æ ¶Ù ¶ � � ¶� ��å	·�È 
��ÜÔÇà 
¶�Ù��Ç � È���È�¸Ð�ÒÈ �	È¶�	È«

Û�Ï��Ò
�¶È 
 Õ	· µ�àË¶�� 
¶�Ù��Ç« �È¶ç�Çà � �¶Í« � Ç·�¸Ü¶È ¶¶ �Û
·¶�¶
�� µ	�¸¶·	
�É¶¸Ð�	�ÉÐ 	Ï�¶·¶¸¶��Ü Õ	·� µ�àË¶�� ·¸Ü ����È�ÉÖ��
�¶È	Ê	 ·¶�¶
� Ï	Õ�Û��� �� ���Ç�Õ�å N�HQïN�HJ� F¸Ü ��Ê¸Ü·�	�É�
�Û	Ñ��ç¶��¶ Ç·�¸¶��	Í 
¶�Ù��Ò 	�É�¶É�Ü �� ���Ç�Õ¶« � �É���¶É�Ü
É	¸ÐÕ	 �¶Ñ�	�
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êUW] �]��
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êUW] �]��
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êUW] �]�§
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êUW] �]��



�j�j ÏõZÕõ�ð\�õ �ðñõ Yóh¦òóõ |{
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* K ¹ À
ç è é q
r *s ** *K
*¹ *À *ç *è

P =
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êUW] �]�¨

* K ¹ À
ç è é q
r *s ** *K
*¹ *À *ç *è

P =
ÃBn �n {Bn �n �n �n Bn�n ×n |n �n {Cn {�Ä

* K ¹ À
ç è é q
r *s ** *K
*¹ *À *ç *è

P =
ÃBn �n {Bn �n �n �n Bn �n
×n |n �n {Cn {�n {|Ä

êUW] �]�¥
B �¶ÛÇ¸ÐÉ�É¶ Õ	· µ�àË¶�� �È¶¶É 
�·

P = [2, 3, 12, 8, 4, 3, 2, 6, 9, 5, 6, 10, 14, 15].
B¶�Ù��Ò 
 Õ	·¶ µ�àË¶�� È	ÊÇÉ Ï	
É	�ÜÉÐ�Ü« Ñ	¸¶¶ É	Ê	« 
 Õ	·¶µ�àË¶�� È	ç¶É ÑÒÉÐ É	¸ÐÕ	 	·�� 
¶�Ù���� Ú�Õ« ¶�¸� �	È¶� Î¶�ÖÉ��¸Ð�	Í 
¶�Ù��Ò Û
¶Û·Ò �� ���� N�G ��
¶� G« É	 Õ	· �	�É	�É �Û É�¶å	·���Õ	
Òå Î�Ë� + GGG�F
¶ =>?@AÖÏ�	Ê��ÈÈÒ Õ	·��	
Õ� µ�àË¶�� Ï��
¶·¶�Ò �� �� HQN�

�­'­ °®�·®	
�	® 	
�® ��w³��®
Æ��Ï�Õ	
Õ� Õ	·� µ�àË¶�� Ï�	�Û
	·�É�Ü Ï	 �¸Ê	��ÉÈÇ« 	Ï�����	ÖÈÇ 
 :HS;� æ��	
�	¶ É�¶Ñ	
���¶ Õ �¸Ê	��ÉÈ�È Õ	·��	
���Ü + 	·�	ÖÛ��Ô�	�ÉÐ 
	��É��	
¸¶��Ü ��Ë	�È�Î���ä �· �Ô �� µ	 Û�·���	ÈÇ Õ	·Ç µ�àË¶�� Ï	�É�	�ÉÐ ·¶�¶
	�

a�Ã�n �n �n |n {Cn Dn �n ×n {Cn {|n {Bn {�n {�n {|n BCn {�n {Dn {�n {×n BCn B|n B�n B�Ä{
��ÃBn �n �n �n �n �n {{n ×n �n {�n {�n {Dn {�n {×n BCn B{n BBn {Dn {�n {×n BCn B|n B�Ä{
d�ÃBn Dn �n �n ×n {{n �n ×n ×n {�n {Bn {Dn {�n B{n {�n BBn B�n {�n {×n {�n {|n BCn B|Ä{
p�Ã|n �n �n Bn �n ×n �n Dn �n {{n B{n {�n {�n {×n {�n {Dn {�n {{n {Bn {�n {�n {|n BCÄ{
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k�ÃBn �n �n ×n {Cn {�n {�n {�n �n {�n {{n �n Dn {Dn {Bn Dn �n ×n {Cn {|n BCn B|n B�Ä{
x�Ã�n Bn Dn ×n {Cn {{n Dn {Bn {�n {|n {Bn {Dn {Dn BBn {�n {|n {�n {�n {�n B�n BBn B�n B�Ä{
��ÃBn �n �n {{n {Bn |n �n ×n �n {�n {�n {Dn {�n {�n BCn B{n BBn B�n B�n B|n BBn B�n B�Ä{w�Ã�n Dn �n �n ×n ×n {{n {�n {|n {�n {�n {Dn {�n {Dn {�n {{n �n Dn �n ×n {�n {×n B�Ä{
m�Ã�n Dn �n �n {Cn {{n {Bn �n {�n {|n {�n {�n {�n {×n BCn B{n {�n {×n BBn B�n B�n {×n BCÄj
æÉ 
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�
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�
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�
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�
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êUW] �]�©µ��È¶ �� µ	�É�	�ÉÐ ·¶�¶
	« �		É
¶É�É
Çà,¶¶ Õ	·Ç µ�àË¶��
P =

:G« L« J« M« L« HO« HS« HG« HH« HO« L« J« M« HQ;�
Æ ¶Ù ¶ � � ¶� ����~��� ~��������� ���� ¼~Ú��~� P ¨
B
¶·¶È �Ï��	Õ Q
¶ÕÉ	�] �¶Õ	É	�Òå -¸¶È¶�É	
 N = [a1, ..., an] �	Ï¶��Î�à ÇÕ	�	Ô¶��Ü �Ï��Õ� �� 	·�� Ï¶�
ÒÍ -¸¶È¶�É« 	Ñ	Û��Ô�
 ¶¶

Û
¶Û·	ÔÕ	Íb N∗ = [a2, a3, ..., an]
� Ú	Ê·�H] A = P

«
N = [1, ..., n] §Q] v = min N
«
v /∈ A

«
u = a1

§N] 
¶�Ù��Ò u � v �	¶·���ÉÐ �¶Ñ�	È§S] N = N \ v
«
A = A∗ §
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G] ¶�¸� |N | = 2

« É	 �	¶·���ÉÐ ·
¶ Ï	�¸¶·��¶ 
¶�Ù��Ò« n1
� n2

« �Û�
¶�Ù�ÉÐ Ï�	Î¶·Ç�Ç§ 
 Ï�	É�
�	È �¸ÇÔ�¶ 
¶��ÇÉÐ�Ü Õ Ï� Q�F¸Ü Õ	·�« ·���	Ê	 
 Ç�¸	
�� Û�·�Ô�« Ï	�¸¶·	
�É¶¸Ð�	 Ï	¸ÇÔ�¶È
• A = [5, 6, 7, 8, 6, 10, 14, 15, 11, 10, 6, 7, 8, 12]

«
B = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]

«
�¶Ñ�	 QG« H]§

• A = [6, 7, 8, 6, 10, 14, 15, 11, 10, 6, 7, 8, 12]
«

N = [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]
«

�¶Ñ�	 QL« Q]§
• A = [7, 8, 6, 10, 14, 15, 11, 10, 6, 7, 8, 12]

«
N = [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]

«
�¶Ñ�	 QJ« N]§

• A = [8, 6, 10, 14, 15, 11, 10, 6, 7, 8, 12]
«

N = [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]
«

�¶Ñ�	 QM« S]§
• A = [6, 10, 14, 15, 11, 10, 6, 7, 8, 12]

«
N = [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]

«
�¶Ñ�	 QL« G]§

• A = [10, 14, 15, 11, 10, 6, 7, 8, 12]
«

N = [6 , 7 , 8 , 9 , 10 , 11 , 12 , 13 , 14 , 15 , 16 ]
�

B¶�Ù��Ò L« J« M ¶�ÉÐ 
 A
« Ï	-É	ÈÇ 
¶�Ù��Ç HO QÏ¶�
�Ü �Û �Ï��ÖÕ� A] �	¶·��Ü¶È � I§ Ï	¸ÇÔ�¶È �¶Ñ�	 QHO« I]� EÕ	��Ô�
�¶È A �Ç·�¸Ü¶È 
¶�Ù��Ç I �Û N
� �Ç���
	È 
Ò·¶¸¶�Ò 
¶�Ù��Ò �Ï��Õ�

N
« Ï���ÇÉ�É
Çà,�¶ 
 A

� F�¸¶¶
• A = [14, 15, 11, 10, 6, 7, 8, 12]

«
N = [6 , 7 , 8 , 10 , 11 , 12 , 13 , 14 , 15 , 16 ]

�
B¶�Ù��Ò L« J« M« HO« HH« HQ �Û N ¶�ÉÐ 
 A

« Ï	-É	ÈÇ 
¶�Ù��Ç HS
QÏ¶�
�Ü �Û A] �	¶·��Ü¶È � 
¶�Ù��	Í HN« �¸¶·Çà,¶Í Û� �Ï��Õ	ÈL« J« M« HO« HH« HQ« � Ï	¸ÇÔ�¶È �¶Ñ�	 QHS« HN]� EÕ	��Ô�
�¶È �Ï¶�¶·��Ï��	Õ A

« 	É�¶Û�Ü 	É �¶Ê	 HS« � Ç·�¸Ü¶È 
¶�Ù��Ç HN �Û N
� F�¸¶¶

• A = [15, 11, 10, 6, 7, 8, 12]
«

N = [6 , 7 , 8 , 10 , 11 , 12 , 14 , 15 , 16 ]
� ú��¸	Ê�Ô�	 Ï	¸ÇÔ�¶È �¶Ñ�	

QHG« HS]� B¶�Ù��Ç HG Ñ¶�¶È �Û A
« 
¶�Ù��Ç HS + �Û N

�
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• A = [11, 10, 6, 7, 8, 12]

«
N = [6 , 7 , 8 , 10 , 11 , 12 , 15 , 16 ]

«
�¶Ñ�	 QHH« HG]§

• A = [10, 6, 7, 8, 12]
«

N = [6 , 7 , 8 , 10 , 11 , 12 , 16 ]
«

�¶Ñ�	 QHO« HH]§
• A = [6, 7, 8, 12]

«
N = [6 , 7 , 8 , 10 , 12 , 16 ]

«
�¶Ñ�	 QL« HO]§

• A = [7, 8, 12]
«

N = [6, 7, 8, 12, 16]
«

�¶Ñ�	 QJ« L]§
• A = [8, 12]

«
N = [7, 8, 12, 16]

«
�¶Ñ�	 QM« J]§

• A = [12]
«

N = [8, 12, 16]
«

�¶Ñ�	 QHQ« M]�
•
�� Ï	�¸¶·�¶È -É�Ï¶ Ï	¸ÇÔ�¶È �¶Ñ�	« 	Ñ��Û	
���	¶ ·
ÇÈÜ 
¶�Ù�Ö��È� �Û N

b
A = [ ]

«
N = [12, 16]

« �¶Ñ�	 QHQ« HL]�
F¶�¶
	« Û�Õ	·��	
���	¶ Ï	 µ�àË¶�Ç«+ �
	Ñ	·�	¶« É�¶� 	�	 �¶ �È¶Ö¶É Õ	��Ü� æ�	 È	ç¶É ÑÒÉÐ �Û	Ñ��ç¶�	« ��Ï��È¶�« 
 
�·¶« Ï	Õ�Û���	È�� ���� N�HI �¸� �� ���� N�QO�B Ï	�¸¶·�¶È �¸ÇÔ�¶ 
 ·¶�¶
¶ ��ÕÇ��É
¶��	
Ò·¶¸¶� Õ	�¶�Ð L� µ	¸ÇÔ¶��	¶ ·¶�¶
	 �È¶¶É L Ü�Ç�	
 * �

* K ¹ À
ç è é q
r *s ** *K
*¹ *À *ç *è è

K ç é

*¹
*À
*ç
**

*s
r* ¹ q

*è
*KÀ

êUW] �]�� êUW] �]�¦R:a��T dx`�m�� zdq�qk�qpq kx`xda �akq t`m��ry wa �q`x�yn lrq�c dc�zqra kx`xda �coa sm�msaoy�q�|
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æÏ�����ÒÍ Ï�	Î¶�� ¸¶ÊÕ	 Ï�	Ê��ÈÈ��Ç¶É�Ü� �		É
¶É�É
Çà,�Ü

=>?@AÖÏ�	Ê��ÈÈ� Ï��
¶·¶�� �� �� HQG�

�­,­ f
���
�	® ~®·±®

F¸Ü ·¶�¶
Ð¶
 É�Ï� QïN« É�¶� ·¶�¶
Ð¶
« Õ�ç·�Ü �¶ Õ	�Î¶
�Ü 
¶�Ö
Ù��� Õ	É	�Òå �È¶¶É Ï	 Q �¸� N �Ò��« Ï��È¶�Ü¶É�Ü Õ	· ¹�ÏÉ� :HS;�
P¶Û Õ�Õ	Ê	Ö¸�Ñ	 �ÛÈ¶�¶��Ü �¸Ê	��ÉÈ� -É	É Õ	· 	Ñ	Ñ,�¶É�Ü � �� Ñ	Ö
¸¶¶ �¸	ç�Ò¶ �¸ÇÔ��� F¶�¶
	 �¶ 	ÑÜÛ�É¶¸Ð�	 ·	¸ç�	 ÑÒÉÐ Ï	È¶Ô¶�	�
�	·��	
Õ� ¹�ÏÉ� Q
 	É¸�Ô�¶ 	É Õ	·��	
Õ� µ�àË¶��] �¶ �	å���Ü¶É
��Ë	�È�Î�à 	Ñ �È¶��å 
¶�Ù���
ä �· �Ô �� ��ÍÉ� Õ	· ¹�ÏÉ� ·¶�¶
� Q���� N�QH]�

� ¡

� �

� �
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� �

êUW] �]��
æÉ 
 ¶ ÉÒ

�	· �	·
� :H« Q« Q« Q« N« Q« N« Q« H« N« N« N« N; ¶ :N« N« Q« H« N« N« Q« N« H« N;
Ñ :H« Q« N« N« Q« H« Q« N« H« N« N; ç :N« Q« H« H« N« S« S« Q« Q« N« N;

 :Q« Q« Q« H« Q« N« Q« Q« Q« N; Û :N« N« H« N« H« S« S« N« N« H« N;
Ê :Q« N« Q« H« H« Q« H« N; � :Q« H« Q« N« H« N« H« Q« N« N;
· :H« Q« Q« Q« Q« S« Q« N« H« N; Õ :H« Q« Q« H« H« H« N« H« N;

µ��È¶ �� ��ÍÉ� Õ	· ¹�ÏÉ� ·¶�¶
� Q���� N�QQ]�
Æ ¶Ù ¶ � � ¶� BÒÑ¶�¶È ��Ï��
¸¶��¶ 	Ñå	·� ·¶�¶
�� µÇ�ÉÐ Õ	· �	�É	Ö�É �Û Ô��¸� �Ò�	
¶Í Õ�ç·	Í 
¶�Ù��Ò ·¶�¶
� Ï�� 	Ñå	·¶ ·¶�¶
� �����

���~���Á ����� ���~��B��ÜÔ�¶ 
¶�Ù��Ò Q�å �É¶Ï¶�Ð ��
�� H] �¶ �È¶àÉ
�Ò�	
¶Í« Ï	-É	ÈÇ 
 Õ	· ·¶�¶
� Ï	�Ü·Õ� n

« �È¶à,¶Ê	 n − n0

��ÜÔ�å


¶�Ù��« 
	Í·¶É n − −n0
Ô��¶¸� F¸Ü ·¶�¶
� �� ���� N�QQ Õ	·��	
Õ�

·	¸ç�� �	·¶�ç�ÉÐ 12−8 = 6 Ô��¶¸� ��Ô�¶È Õ	·��	
ÕÇ � ��È	Í 
¶�å�¶Í
¶�Ù��Ò+ A
� æ�� �È¶¶É É�� �Ò��+ B

«
C
«
D
��¸¶·	
�É¶¸Ð�	« Û��	��È


 Õ	· Ô��¸	 Nb
[−−−3].

µ¶�¶å	·�È �� �¸¶·Çà,�Í Ü�Ç�� ��È�Ü Ï��
�Ü 
¶�Ù���«B « �È¶¶É É���Ò��� ä��	��È 
 Õ	· Ô��¸	 Nb

[−− 3, 3].

µ�	·	¸ç�Ü ·�¸¶¶« 	Õ	�Ô�É¶¸Ð�	 Ï	¸ÇÔ�¶È Õ	· :Q« N« N« N;�
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A

BCD

êUW] �]��
=>?@AÖÏ�	Ê��ÈÈ� ·¸Ü Õ	·��	
Õ� ¹�ÏÉ� Ï��
¶·¶�� �� �� HQL�

�­�­ °®�·®	
�	® 	
�® ~®·±®
ä�· �Ô �� Æ��Ï�Õ	
�ÉÐ Õ	· ¹�ÏÉ� � Ï	�É�	�ÉÐ ·¶�¶
	b

�]
:N« H« H« N« Q« Q« S« N« H« N« N;§

��
:N« N« Q«H« H« Q« Q« H« N« N« Q« N;§

¡�
:Q« Q« Q« N« Q« S« S« Q« N« N« Q« N;§

��
:N« N« Q« Q« Q« Q« Q« Q« Q« N;§

��
:H« N« Q« N« N« H« Q« N« N« H« N;§

��
:H« H« Q« Q« N« H« Q« Q« N;§

��
:H« H« H« H« H« N« N« H« Q« N;§

��
:Q« N« N« N« H« Q« H« N;§

��
:Q« N« Q« Q« N« N« S« Q« Q« N« N;§

��
:N« N« H« Q« H« H« Q« N« Q« Q« N;�
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 ¶ ÉÒ
� ¡

� �

� �

� �

� �

êUW] �]��µ��È¶ �� µ	 Û�·���	ÈÇ Õ	·Ç ¹�ÏÉ� [3, 1, 1, 1, 1, 4, 2, 1, 2, 3, 3, 3]
« Ï	Ö�É�	�ÉÐ ·¶�¶
	�

Æ ¶Ù ¶ � � ¶� µ	�É�	¶��¶ ��Ô���¶É�Ü � Õ	��Ü� æÉ Õ	��Ü« �	Ê¸���	Ï	�¸¶·�¶ÈÇ Ô��¸Ç Õ	·�« �·¶É É�� ·ÇÊ� Õ É�¶È 
¶�Ù���ÈÖ�Ò�	
ÐÜÈ QÖÊ	
Ü�Ç��� Æ���È�É��
�Ü �¸¶·Çà,�¶� Õ	�Î� É�� Ô��¸� Õ	·�« 
ÒÜ��ÜÖ¶È« ÔÉ	 	É -É�å 
¶�Ù�� �·¶É N« N� Q ·ÇÊ� �		É
¶É�É
¶��	� øÛ	Ñ��Öç�¶È -ÉÇ Ô��ÉÐ ·¶�¶
� � Ï�	·	¸Öç�¶È �É�	�ÉÐ �¸¶·Çà,�Í Ü�Ç��B �¶ÛÇ¸ÐÉ�É¶ Ï	¸ÇÔ�¶È ���� N�QS�êUW] �]�§

=>?@AÖÏ�	Ê��ÈÈ� ·¸Ü ���Ï�Õ	
Õ� Õ	·� ¹�ÏÉ� Ï��
¶·¶�� �� �� HQM�
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B -É	Í Ê¸�
¶ �	Ñ���Ò Û�·�Ô�« ·¸Ü �¶Ù¶��Ü Õ	É	�Òå ��Ï	¸ÐÛÇàÉ�Ü
¸�Ñ	 Õ¸����Ô¶�Õ�¶« ¸�Ñ	 �	
Ò¶ �¸Ê	��ÉÈÒ« �È¶à,�¶ Ç��
¶���¸Ð�	¶Ï��È¶�¶��¶� �	
¶�Ù¶��	 	Ô¶
�·�	« ÔÉ	 �¶Ù¶��¶ È�	Ê�å Û�·�Ô �¶ Ü
Ö¸Ü¶É�Ü ��È	Î¶¸Ðà� ��Õ Ï��
�¸	« -É	 Ï	¸�Ê	� ·¸Ü 	É¸�·Õ� �Û
¶�É�Òå� Ï	�É�	¶��Ü �	
Òå È¶É	·	
 �¶Ù¶��Ü� P	¸ÐÙ	¶ Ô��¸	 �¸Ê	��ÉÈ	
 ��
Ê��Ë�å � Ï	·�	Ñ�ÒÈ 	Ï�����¶È � ���¸�Û	È �	·¶�ç�É�Ü 
 :HJ;� B :HH;
�¸Ê	��ÉÈÒ �� Ê��Ë�å �¶�¸�Û	
��Ò 
 ��¶·¶ �3Na25 �� ÜÛÒÕ¶ L0Mª0N��¶Õ	É	�Ò¶ �
¶·¶��Ü Ï	 É¶	��� �¸Ê	��ÉÈ	
 �	·¶�ç�É�Ü 
 :QO;�

'­¬­ f�®±�®µ_�µ ·¯±¸ � 
�²�®³�
FÇÊ�È 
	 
Û
¶Ù¶��	È 	�Ê��Ë¶ Ï	�É�
¸¶�	 
 �		É
¶É�É
�¶ �¶Õ	ÖÉ	�	¶ Ô��¸	 Q
¶�]� ÌÉ	 È	ç¶É ÑÒÉÐ ¶
Õ¸�·	
	 ����É	Ü��¶ È¶ç·Ç
¶�Ù���È� �¸� Õ�Õ�ÜÖ¸�Ñ	 ·�ÇÊ�Ü Ô��¸	
�Ü å���ÕÉ¶���É�Õ� QÎ¶��«


�¶ÈÜ« -�¶�Ê�Ü]� �É�
�É�Ü Û�·�Ô� ��å	ç·¶��Ü Õ��ÉÔ�ÍÙ¶Ê	 ÏÇÉ� 
	

Û
¶Ù¶��	È 	�Ê��Ë¶ 	É 	·�	Í Û�·���	Í 
¶�Ù��Ò ·	 ·�ÇÊ	Í� F¸���ÏÇÉ� + �ÇÈÈ� 
¶�	
 ·ÇÊ ÏÇÉ�� B¶� ·ÇÊ È	ç¶É ÑÒÉÐ Ï	¸	ç�É¶¸ÐÖ�ÒÈ« 	É��Î�É¶¸Ð�ÒÈ« �Ç¸¶
ÒÈ �¸� Ñ¶�Õ	�¶Ô�ÒÈ QÔÉ	 �		É
¶É�É
Ç¶É	É�ÇÉ�É
�à ·ÇÊ�]� ä·¶�Ð ÈÒ ÑÇ·¶È ����È�É��
�ÉÐ Ï	¸	ç�É¶¸Ð�Ò¶

¶��� ��	È¶ É	Ê	« Ï�¶·Ï	¸�Ê�¶É�Ü« ÔÉ	 �¶Ù¶��¶ ¶�ÉÐ« É�¶� ÇÕ�Û���Ò¶

¶�Ù��Ò �	¶·��¶�Ò ÏÇÉ¶È� �Ç,¶�É
ÇàÉ É�Õç¶ ���¸	Ê�Ô�Ò¶ Û�·�Ô�·¸Ü Ê��Ë	
 � ·
	Í�ÒÈ� 
¶��È� :HJ;�ä �· �Ô �� F¸Ü Û�·���	Ê	 	�Ê��Ë� Q���� S�H] ��ÍÉ� Õ��ÉÔ�ÍÙ�Í
ÏÇÉÐ 	É 
¶�Ù��Ò H Õ 
¶�Ù��¶ HQ� �� ���Ç�Õ¶ �Ü·	È � ·ÇÊ	Í ÇÕ�Û�� ¶¶
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 ¶ ÉÒ
µÇÉÐ F¸��� µÇÉÐ F¸���

� HQ HH J G H HN ¶ HQ HH HO M L N G H HH
Ñ HQ HH I M J S H HH ç HQ HH HO M L N G H HO

 HQ HH I M J S H HQ Û HQ HH I M J S H HH
Ê HQ HH M J S H HH � HQ HH M J G N Q S H HQ
· HQ HH I M J S Q H M Õ HQ HH I L M J S H HH
µ��È¶ �� F�� 
Û
¶Ù¶��ÒÍ 	�Ê��Ë Q���� S�Q]� ��ÍÉ� Õ��ÉÔ�ÍÙ�ÍÏÇÉÐ �Û 
¶�Ù��Ò A 
 B

�
Æ ¶Ù ¶ � � ¶� µ��È¶��È �¸Ê	��ÉÈ �� F¶ÍÕ�É�Ò * :HO;� µ	Ù�Ê	
ÒÍ

* K ¹

À ç è
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*K
Kè
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B

êUW] §]�

�¸Ê	��ÉÈ 	Ï�¶·¶¸¶��ÜÕ��ÉÔ�ÍÙ¶Ê	 ����É	Ü��Ü 	É
¶�Ù��Ò A ·	 B �	�É	�É 
�¸¶·Çà,¶È� � Õ�ç·	Í 
¶�Ù��	Í�
ÜÛÒ
�¶É�Ü È¶ÉÕ�� �¶ÉÕ� È	ç¶ÉÑÒÉÐ Ï	�É	Ü��	Í �¸� 
�¶È¶��	Í�µ¶�
	��Ô�¸Ð�	 
¶�Ù��¶ A Ï��ÖÏ��Ò
�¶É�Ü Ï	�É	Ü���Ü È¶ÉÕ� O«� 
�¶È 	�É�¸Ð�ÒÈ È¶ÉÕ�∞ � �� Ï¶�
	È Ù�Ê¶ 
ÒÔ��¸ÜàÉ�Ü ����É	Ü��Ü	É 
¶�Ù��Ò A � Ï	�É	Ü��	Í È¶ÉÕ	Í ·	 
�¶å 	�É�¸Ð�Òå 
¶�Ù��� ��¸��¶Õ	É	��Ü 
¶�Ù��� �¶ �	¶·��¶�� � 
¶�Ù��	Í � Ï	�É	Ü��	Í È¶ÉÕ	Í
�¸� ·ÇÊ� ��Ï��
¸¶�� 
 	Ñ��É�Çà �É	�	�Ç« É	 ����É	Ü��¶ Ï����È�¶É�ÜÑ¶�Õ	�¶Ô�ÒÈ� ��Í·¶��Ò¶ ����É	Ü��Ü Ü
¸ÜàÉ�Ü 
�¶È¶��ÒÈ� È¶ÉÕ�È�

¶�Ù��� ����È�¸Ð��Ü �Û 
�¶È¶��Òå È¶É	Õ Ñ¶�¶É�Ü Û� Ï	�É	Ü��Çà��� �¸¶·Çà,¶È Ù�Ê¶ 
�¶È¶��Ò¶ È¶ÉÕ� 
�¶å 
¶�Ù�� QÕ�	È¶ É¶å« Ç
Õ	É	�Òå Ï	�É	Ü��Ò¶ È¶ÉÕ�] 
ÒÔ��¸ÜàÉ�Ü Õ�Õ �ÇÈÈ� Û��Ô¶��Ü Ï	Ö�¸¶·�¶Í Ï	¸ÇÔ¶��	Í Ï	�É	Ü��	Í È¶ÉÕ� � ����É	Ü��Ü 	É �¶¶ 
 �¸ÇÔ�¶«¶�¸� -É	 Û��Ô¶��¶ �¶ Ñ	¸ÐÙ¶ Ï�¶·Ò·Ç,¶Ê	 Û��Ô¶��Ü 
�¶È¶��	Í È¶ÉÕ�
·���	Í 
¶�Ù��Ò� Ú�Õ�È 	Ñ��Û	È« 
�¶È¶���Ü È¶ÉÕ� 
¶�Ù��Ò È	ç¶É�¸� 	�É�
�ÉÐ�Ü Ï�¶ç�¶Í« �¸� ÇÈ¶�ÐÙ�ÉÐ�Ü� ����È�¸Ð��Ü �Û 
�¶È¶�Ö�Òå È¶É	Õ 
�¶å 
¶�Ù�� 	ÏÜÉÐ Ï����È�¶É�Ü Û� Ï	�É	Ü��Çà� µ�	Î¶��Ï�	·	¸ç�¶É�Ü ·	 É¶å Ï	�« Ï	Õ� 
¶�Ù��� B �¶ Ï	¸ÇÔ�É Ï	�É	Ü��Çà
È¶ÉÕÇ� ä��Ô¶��¶ -É	Í È¶ÉÕ� � ¶�ÉÐ Õ��ÉÔ�ÍÙ¶¶ ����É	Ü��¶ 	É A ·	 B

�Æ���È	É��È 	É·¶¸Ð�Ò¶ Ù�Ê� �¶Ù¶��Ü�
H� B¶�Ù��� A Ï	¸ÇÔ�¶É Ï	�É	Ü��Çà È¶ÉÕÇ O« 	�É�¸Ð�Ò¶ + È¶ÉÕÇ

∞
b

R�(�Ç$á&f ßj'j
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H Q N S G L
O

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

�

Q� BÒÔ��¸Ü¶È ����É	Ü��Ü 	É 
¶�Ù��Ò H � Ï	�É	Ü��	Í È¶ÉÕ	Í O�B¶�Ù��Ò Q« S � G È¶�ÜàÉ �
	� 
�¶È¶��Ò¶ È¶ÉÕ� �� HH« HQ � QL�æ�É�¸Ð�Ò¶ �È¶àÉ Ï�¶ç��¶ È¶ÉÕ� + ∞
� æÔ¶
�·�	« ���È¶�ÐÙ¶ÍÈ¶ÉÕ	Í Ü
¸Ü¶É�Ü HH� æ�� � �É��	
�É�Ü Ï	�É	Ü��	Íb

H Q N S G L
O

∞ ∞ ∞
HH

∞
HQ QL

∞

�

N� BÒÔ��¸Ü¶È ����É	Ü��Ü 	É 
¶�Ù��Ò Q � Ï	�É	Ü��	Í È¶ÉÕ	Í HH�B¶�Ù��Ò N � G �È¶àÉ ����É	Ü��Ü HG � HL ·	 
¶�Ù��Ò Q� �ÇÈÖÈ��ÇÜ« Ï	¸ÇÔ�¶È Û��Ô¶��Ü QL � QJ� F¸Ü 
¶�Ù��Ò G Ï�¶ç�¶¶Û��Ô¶��¶« QL« ÑÒ¸	 È¶�ÐÙ¶ �	
	Ê	 Û��Ô¶��Ü QJ� �¸¶·	
�É¶¸Ð�	«Û��Ô¶��¶ È¶ÉÕ� G �¶ È¶�Ü¶È§ 	�	 	�É�¶É�Ü ��
�ÒÈ QL� øÛ É�¶å
�¶È¶��Òå È¶É	Õ + HQ« QL � QL + ���È¶�ÐÙ�Ü Ï����·¸¶ç�É
¶�Ù��¶ S� ÌÉ� È¶ÉÕ� � �É��	
�É�Ü Ï	�É	Ü��	Íb
H Q N S G L
O

∞ ∞ ∞
HH

∞
HQ QL

∞
QL

∞

�

S� BÒÔ��¸Ü¶È ����É	Ü��Ü 	É 
¶�Ù��Ò S � Ï	�É	Ü��	Í È¶ÉÕ	Í HQ�B¶�Ù��� G �È¶¶É ·	 �¶¶ ����É	Ü��¶ HN��ÇÈÈ��ÇÜ Q13+12]« Ï	¸ÇÖÔ�¶È Û��Ô¶��¶ QG 
�¶È¶��	Í È¶ÉÕ� 
¶�Ù��Ò G 
È¶�É	 Ï�¶ç�¶Ê	Û��Ô¶��Ü QL� øÛ ·
Çå 
�¶È¶��Òå È¶É	Õ 
¶�Ù�� N � G ���È¶�ÐÙ�ÜÏ����·¸¶ç�É 
¶�Ù��¶ G� ÌÉ� È¶ÉÕ� � �É��	
�É�Ü Ï	�É	Ü��	Íb
H Q N S G L
O

∞ ∞
HH

∞
HQ

∞
QL

∞
QL QG

∞

�

G� �� �¸¶·Çà,¶È -É�Ï¶« 
ÒÔ��¸ÜÜ ����É	Ü��Ü 	É 
¶�Ù��Ò G �Ï	�É	Ü��	Í È¶ÉÕ	Í QG« Ï��å	·�È Õ Õ	�¶Ô�	Í 
¶�Ù��¶ B
� �	
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¶¶ È¶ÉÕ� Q25 + 14 = 39] �¶ �É��	
�É�Ü Ï	�É	Ü��	Í« É�Õ Õ�Õ	�� �¶ Ü
¸Ü¶É�Ü È���È�¸Ð�	Í� Æ���É	Ü��¶ 	É 
¶�Ù��Ò G ·	
¶�Ù��Ò N Ï���ÜÉ	 ∞ Q	�� �¶ �	¶·��¶�Ò]� µ�¶ç�¶¶ Û��Ô¶��¶
�¶È¶��	Í È¶ÉÕ� 
¶�Ù��Ò N È¶�ÐÙ¶∞ � µ	-É	ÈÇ È¶ÉÕ� 
¶�Ù��ÒN �¶ È¶�Ü¶É�Ü� �¶ÉÕ� 
¶�Ù��Ò N �	 Û��Ô¶��¶È QL« È¶�ÐÙ�È NI«�É��	
�É�Ü Ï	�É	Ü��	Í� �� �¸¶·Çà,¶È -É�Ï¶ �,¶È ����É	Ü��Ü	É �¶¶b
H Q N S G L
O

∞
HH HQ

∞

∞
QG

∞
QL NI

�

L� Æ���É	Ü��¶ 	É 
¶�Ù��Ò N ·	 
¶�Ù��Ò L �	�É�
¸Ü¶É QO� Ú�Õ Õ�Õ
26 + 20 > 39

« Û��Ô¶��¶ È¶ÉÕ� L �¶ È¶�Ü¶È� �� -É	È Ù�Ê¶ 	��	�É�¶É�Ü Ï�¶ç�¶Í � ¶·���É
¶��	Í 
�¶È¶��	Í È¶ÉÕ	Í� B�¶È¶���ÜÈ¶ÉÕ� 
¶�Ù��Ò L �É��	
�É�Ü Ï	�É	Ü��	Í« ÔÉ	 	Û��Ô�¶É Õ	�¶ÎÏ�	Î¶���� ����È�¸Ð�	¶ ����É	Ü��¶ 	É A ·	 B ��
�	 NI�
F
¶ =>?@AÖÏ�	Ê��ÈÈÒ ·¸Ü 	Ï�¶·¶¸¶��Ü Õ��ÉÔ�ÍÙ¶Ê	 ÏÇÉ� 
 	�Ê��ÖË¶ Ï��
¶·¶�Ò �� �� HHG � HHJ�

'­ó­ �
±
	 � ��±�
�¶ÉÐà ��ÛÒ
�àÉ 
Û
¶Ù¶��ÒÍ 	�Ê��Ë � ·
ÇÈÜ 
Ò·¶¸¶��ÒÈ� 
¶�ÖÙ���È�b ��É	Õ	È � �É	Õ	È� ø�É	Õ �È¶¶É �Ç¸¶
Çà Ï	¸Ç�É¶Ï¶�Ð Û�å	·�«� �É	Õ + �Ç¸¶
Çà Ï	¸Ç�É¶Ï¶�Ð ��å	·�� B¶� ·ÇÊ� 	Û��Ô�¶É ¶¶ Ï�	ÏÇ�ÕÖ�Çà �Ï	�	Ñ�	�ÉÐ� µ	É	Õ + ¶,¶ 	·�	 Ô��¸	« Ï��Ï�����	¶ ·ÇÊ¶� µ	É	Õ·ÇÊ� �¶ Ñ	¸ÐÙ¶ ¶¶ Ï�	ÏÇ�Õ�	Í �Ï	�	Ñ�	�É� � È	ç¶É È¶�ÜÉÐ�Ü� µ	É	Õ
Òå	·�É �Û ��É	Õ� � Ñ¶Û Ï	É¶�Ð« 
 É	È ç¶ 	Ñ.¶È¶ Û�å	·�É 
 �É	Õ�E�¸	
�¶ ��
�	
¶��Ü QÏ	 	Ñ.¶ÈÇ 
å	·� � 
Òå	·�] 
ÒÏ	¸�Ü¶É�Ü � ·¸ÜÕ�ç·	Í 
¶�Ù��Ò �¶É��ä�·�Ô� 	 ���Ñ	¸ÐÙ¶È Ï	É	Õ¶ 
 �¶É� + �¶ ¶·���É
¶���Ü« �	« 
¶Ö�	ÜÉ�	« 	��	
��Ü Û�·�Ô� ·¸Ü Ï	É	Õ	
 
 �¶É�� æÔ¶
�·�� 
	ÛÈ	ç�	�ÉÐÏ��ÕÉ�Ô¶�Õ	Ê	 Ï��È¶�¶��Ü -É	Í Û�·�Ô� ·¸Ü �¶Ù¶��Ü É����Ï	�É�ÒåÏ�	Ñ¸¶È QÏ�	ÑÕ� �� ·	�	Ê�å È	ç�	 Ç�¸	
�	 �
ÜÛÒ
�ÉÐ � ���Ò,¶��¶È�¶É� �¸� 	É·¶¸Ð�	Í ¶¶ ·ÇÊ�]« Ï�	Ñ¸¶È É����Ï	�É��	
Õ� �¶ËÉ¶Ï�	·ÇÕÖÉ	
 �¸� -¸¶ÕÉ�	-�¶�Ê���ä �· �Ô �� ä�·��� Ï�	ÏÇ�Õ��Ü �Ï	�	Ñ�	�ÉÐ ·ÇÊ É����Ï	�É�	Í �¶É�

Q���� S�N] � ��Ô�¸	È Q��É	Õ	È] 
 
¶�Ù��¶ 1 � Õ	�Î	È Q�É	Õ	È] 
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ĵ
*

�

^

j

*
1 14

K

¹

À
ç

è

é

q

r

*s

**

*K

*¹
è
ç
q
q

è
À
À
é

�

?
é

?
q

6r

6ç

6K

?
À

?
ç

?
ç

?
è

R
*s

	
*s

	
*s

R
*K

	
*K

	
*Kç

¹

è
¹

ç
¹

é
¹

-

-

-

-

-

-

-

-

�
ĵ
*

�

^

j

*
1 14

K

¹

À
ç

è

é

q

r

*s

**

*K

*¹
q
ç
r
ç

À

é
è
é

�

?
¹

6¹

6*

?
r

?
r

?
**

?
¹

6¹

6*

Iè

Iè

R

è

Ié

Ié

R

é
ç
¹

è
¹

ç
¹

é
¹

-

-

-

-

-

-

-

-

�
ĵ
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µ��È¶ �� ä�·��� Ï�	ÏÇ�Õ��Ü �Ï	�	Ñ�	�ÉÐ ·ÇÊ É����Ï	�É�	Í �¶É�
Q���� S�S] � ��Ô�¸	È 
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�� �[¥ðó÷£Ñ¤ _oada �Æ ¶Ù ¶ � � ¶� ú¸Ê	��ÉÈ �	�É	�É �Û ·
Çå Ô��É¶Í + ���Ò,¶��Ü Ï	É	Õ�
� ¶Ê	 Ï¶�¶���Ï�¶·¶¸¶��Ü� µ	É	Õ ��ÛÒ
�¶É�Ü ���Ò,¶��ÒÈ« ¶�¸� ¸àÑ�Ü
Î¶ÏÐ �Û ��É	Õ� 
 �É	Õ �	·¶�ç�É ���Ò,¶��Çà ·ÇÊÇ� B Ï¶�
	Í Ô��É�
�¸Ê	��ÉÈ� ��ÛÒ�Õ�
�àÉ�Ü Î¶Ï� �Û ��É	Õ� 
 �É	Õ � 
�¶ ·ÇÊ� Î¶Ï�
���Ò,�àÉ�Ü 	·���Õ	
ÒÈ 
	ÛÈ	ç�	 Ñ	¸ÐÙ�È Ï	É	Õ	È« 	Ï�¶·¶¸Ü¶ÈÒÈ
Ï�	ÏÇ�Õ�	Í �Ï	�	Ñ�	�ÉÐà ���Ñ	¸¶¶ OÉ	�Õ	ÍP ·ÇÊ� �¸� ���È¶�ÐÙ¶Í
��Û�	�ÉÐà È¶ç·Ç Ï�	ÏÇ�Õ�	Í �Ï	�	Ñ�	�ÉÐà � Ï	É	Õ	È 
 ·ÇÊ¶� Æ�ÛÖ¸�Ô�Ò¶ Î¶Ï� È	ÊÇÉ �È¶ÉÐ 	Ñ,�¶ ·ÇÊ�� µ	¸ÇÔ¶��ÒÍ Ï	É	Õ �	Ê¸��	Ö
�� � Ç�¸	
�¶È �	å���¶��Ü 
 ÇÛ¸�å Q
¶�Ù���å]� µ	É	Õ« 
å	·Ü,�Í 


¶�Ù��Ç« ��
¶� Ï	É	ÕÇ« 
Òå	·Ü,¶ÈÇ �Û �¶¶� µ	É	Õ 
 �¶É� Ï�	å	·�É
Ï	 ����� �Û ��É	Õ� 
 �É	Õ« É�¶� �¶·	ÏÇ�É�È È�	Ê	Õ��É�ÒÍ Ï�	å	· Ï	
	É·¶¸Ð�	Í ·ÇÊ¶� µ¶�
�Ü Ô��ÉÐ Û�·�Ô� �Ô�É�¶É�Ü �¶Ù¶��	Í« ¶�¸� �¶É
�¶���Ò,¶��Òå Î¶Ï¶Í �Û ��É	Õ� 
 �É	Õ� µ¶�
�Ü Ô��ÉÐ Û�·�Ô� �¶ �È¶¶É
¶·���É
¶��	Ê	 �¶Ù¶��Ü�B	 
É	�	Í Ô��É� Ï¶�¶���Ï�¶·¶¸¶��¶ Ï	É	Õ� 
ÒÏ	¸�Ü¶É�Ü ��å	·Ü �Û
Ç�¸	
�Ü ·	�É�ç¶��Ü 	Ñ,¶Ê	 Ï	 �¶É� È�Õ��ÈÇÈ� Ï	É	Õ�� F¸Ü -É	Ê	 

	��	
���� Ê��Ë� QÉ�¶� 
 Ê��Ë¶« 
 Õ	É	�	È ��ÜÉ� 	��¶�É�Î�Ü ·ÇÊ] ��ÖÛÒ�Õ�
�àÉ�Ü È��Ù�ÇÉÒ �Û ��É	Õ� 
 �É	Õ« �	�É	Ü,�¶ �Û �¶Ñ¶�« �		É
¶ÉÖ�É
Çà,�å �¶���Ò,¶��ÒÈ ·ÇÊ�È« ��Ï��
¸¶��ÒÈ 
Ï¶�¶·« � �¶ÏÇ�ÉÒÈ
·ÇÊ�È« ��Ï��
¸¶��ÒÈ ��Û�·� µ	É	Õ� 
 ·ÇÊ�å Ï�ÜÈ	Ê	 ��Ï��
¸¶��Ü
Ç
¶¸�Ô�
�àÉ�Ü �� 
¶¸�Ô��Ç« �� Õ	É	�Çà ÇÈ¶�ÐÙ�àÉ�Ü Ï	É	Õ� 
 	Ñ��ÉÖ�Òå ·ÇÊ�å 
ÒÑ����	Ê	 È��Ù�ÇÉ�� µ�� -É	È« 	Ô¶
�·�	« �¶¸ÐÛÜ Ï�¶
ÒÖÙ�ÉÐ Ï�	ÏÇ�Õ�Çà �Ï	�	Ñ�	�ÉÐ ·ÇÊ« ��Ï��
¸¶��Òå 
Ï¶�¶·« � ·	ÏÇ�Õ�ÉÐ
	É��Î�É¶¸Ð�Òå Ï	É	Õ	
 
 	Ñ��É�Òå ·ÇÊ�å� B �¶Õ	É	�Òå �¸ÇÔ�Üå Ï��
Ç·�Ô�	È 
ÒÑ	�¶ Î¶Ï¶Í 
 Ï¶�
	Í Ô��É� �¸Ê	��ÉÈ� Ï¶�¶���Ï�¶·¶¸¶��Ü
Ï	É	Õ� �¶ É�¶ÑÇ¶É�Ü�
H� ºÂzÃ�»¿¾» î¼À¼DÂ� Æ���È	É��È ÏÇÉÐ HïQïSïLïM� µ�	ÏÇ�É�ÈÔ¶�¶Û -É	É ÏÇÉÐ Ï	É	Õ« ��
�ÒÍ S� µ�� -É	È ·ÇÊ� :Q« S; � :S« L; ÑÇ·ÇÉ

���Ò,¶��ÒÈ�� ú��¸	Ê�Ô�	« ÏÇÉÐ HïNïGïJïM ���ÒÉ�È Ï	É	Õ	È S� Æ��ÖÏ�¶·¶¸¶��¶ Ï	É	Õ� 	ÉÈ¶É�È �� Ê��Ë¶ Q���� S�G]� B Ô��¸�É¶¸¶ �É�
�È
Ï�	ÏÇ�Õ�Çà �Ï	�	Ñ�	�ÉÐ« 
 Û��È¶��É¶¸¶ + Ï	É	Õ� ���¸�É¶¸Ð 
�¶Ê·�
Ñ	¸ÐÙ¶ Û��È¶��É¶¸Ü« � Û��È¶��É¶¸Ð È	ç¶É ÑÒÉÐ � �Ç¸¶È�
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j �o� sar`m�c
An+1

`awsx`qs n + 1 tqo�lms `awoq�x�mx tq tx`dq� zr`q�xv gi&(An+1) =

=
n�

k=1

a1k
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�j�j YõóðZð�ò£õö÷ò \ ñ\Ðñð[ÖöðÑ ¥óõ¦ò D{
��É��Î� �È¶ç�	�É� ·
Ç·	¸Ð�	Ê	 Ê��Ë� �� ���� S�HN �È¶¶É 
�·

H H HH O HH H H .

µ¶�È��¶�É -É	Í È�É��ÎÒ ��
¶� S� B�¶ Ô¶ÉÒ�¶ Ï	Õ�ÒÉ�Ü Ê��Ë� �Û	ÑÖ��ç¶�Ò �� ���� S�HSïS�HJ�

êUW] §]�� êUW] §]�§ êUW] §]�� êUW] §]�¨ êUW] §]�¥êUW] §]�©
��¸� Ê��Ë �¶ �È¶¶É �	
¶�Ù¶��	Ê	 Ï��	�	Ô¶É���Ü« É	 Ï¶�È��¶�É¶Ê	 È�É��ÎÒ ��
¶� �Ç¸à� ��Ï��È¶�« È�É��Î� Ê��Ë� � 	·�	Í �Û	¸��	Ö
���	Í 
¶�Ù��	Í �� ���� S�HM �È¶¶É 
�·

H H HH O HO O O .

µ¶�È��¶�É -É	Í È�É��ÎÒ ��
¶� O * �

tx`sa�x�r qromlaxrz� qr qt`xkxomrxo� rqoy�q rxsn lrq dzx xpq zoapaxscx
�x`�rz� zq w�a�qs toTzj Xat`msx`n gi& { B� � = 1 · 4 + 3 · 2jR��ZV��X �¥

ÃB�Ä] YòóÑõöòö£ Ñõ£ó÷Ô¤A� ZðZ£ð��òÓ ÷b C ÷ {� Õðó�ñ�õ
n� óõ\òö öÐ[h £ð¥ñõ ÷ £ð[Ö�ð £ð¥ñõ� �ð¥ñõ \ A ZÐ�òZ£\Ðò£ ÕðñÑõ£ó÷Ôõ÷b öÐ[òÓ óõbÑòóðÑ s × t� ¥ñò s + t = n + 1 �



DB �[¥ðó÷£Ñ¤ _oada �ä�· �Ô �� B Û�·���	È ·
Ç·	¸Ð�	È Ê��Ë¶ Q���� S�HI] ��ÍÉ� Ô��¸	
�	
¶�Ù¶��Òå Ï��	�	Ô¶É���Í P � 	·�	 �Û ���Ñ	¸ÐÙ�å Ï��	�	Ô¶É���Í�
� ¡ �

� � �

� � �

êUW] §]��æÉ
 ¶ ÉÒ
�¨ P = 0

¡¨ P = 2 �¨ P = 2

�¨ P = 2 �¨ P = 0 �¨ P = 1

�¨ P = 1 �¨ P = 2 �¨ P = 0

êUW] §]�¦



�j�j YõóðZð�ò£õö÷ò \ ñ\Ðñð[ÖöðÑ ¥óõ¦ò D�
µ��È¶ �� B Û�·���	È ·
Ç·	¸Ð�	È Ê��Ë¶ Q���� S�QH] ��ÍÉ� ���Ö

Ñ	¸ÐÙ¶¶ Ï��	�	Ô¶É���¶�

¹

K

*

è

ç

À

êUW] §]��

Æ ¶Ù ¶ � � ¶� µ��È¶��È �¸Ê	��ÉÈù	�·�ïù�¸Õ¶��	�� Q�È� �� LG]�æÑ��ÛÇ¶È �Û ·
Ç·	¸Ð�	Ê	 Ê��Ë��¶ÉÐ« ·	Ñ�
¸ÜÜ ��É	Õ J � �É	Õ M
� 	��¶�É��ÇÜ ~�¡~� �Û ��É	Õ� 
�É	Õ� µ�	ÏÇ�Õ�Çà �Ï	�	Ñ�	�ÉÐ 
�¶åÏ	¸ÇÔ¶��Òå ��� Ï	¸	ç�È ��
�	Í H
Q���� S�QQ]� ��Õ��È�¸Ð�ÒÍ Ï	É	Õ Ï	
-É	Í �¶É� �		É
¶É�É
Ç¶É ��Õ	È	ÈÇÏ��	�	Ô¶É���à Ê��Ë�� ä�È¶É�È« ÔÉ	�¶Ù¶��¶ ÑÇ·¶É �¶ ¶·���É
¶��ÒÈ�

¹

K

*

è

ç

À-

-
�

�

R

�

R

-
�
R-

*

*

*

*

* *
*

*

* *

*D �

¹

K

*

è

ç

À-

- -

�

- R*�**�* *�*

*�*
*�* *�*

*�s *�s
*�s

*�s

*�s
D �

R

�

�

R

�

êUW] §]�� êUW] §]��
��å	·�È 
�¶ 
	ÛÈ	ç�Ò¶ È��Ù�ÇÉÒ �Û ��É	Õ� 
 �É	Õ � ���Ò,�¶È

�å� Ú�Õ�å È��Ù�ÇÉ	
 ·
�b JïHïSïM � JïQïGïM Q���� S�QN]� ���Ù�ÇÉ	
 �ÛJ 
 M« Ï	 Õ	É	�ÒÈ È	ç�	 ÑÒ¸	 ÑÒ Ï�	ÏÇ�É�ÉÐ ·	Ï	¸��É¶¸Ð�ÒÍ Ï	É	Õ«
Ñ	¸ÐÙ¶ �¶É * � µ¶�¶���Ï�¶·¶¸Ü¶È Ï	¸ÇÔ¶��ÒÍ Ï	É	Õ� ��å	·�È ÏÇÉ� �Û
��É	Õ� 
 �É	Õ« �	·¶�ç�,�¶ �¶���Ò,¶��Ò¶ Ï�ÜÈÒ¶ ·ÇÊ� � �¶ÏÇ�ÉÒ¶
	Ñ��É�Ò¶� B ·���	Í Û�·�Ô¶ -É	 ÏÇÉÐ JïNïGïQïLïM� EÈ¶�ÐÙ�¶È Ï	É	Õ

 	Ñ��É�Òå ·ÇÊ�å � Ç
¶¸�Ô�
�¶È �� -ÉÇ ç¶ 
¶¸�Ô��Ç Ï	É	Õ 
 Ï�ÜÈÒå
·ÇÊ�å Q���� S�QS]� B Ï	Õ�ÒÉ�¶ ��å	·�	Ê	 ·
Ç·	¸Ð�	Ê	 Ê��Ë� 
	Í·ÇÉ
�¶Ñ�� � Ï	É	Õ	È« ��
�ÒÈ H Q���� S�QG]�

R>�qpka ko� bm�za�mm wadx`�x�m� tx`dqpq ærata aopq`mrsa �azcðx���cx k�pm mw p`aba ��m`aTr m � zoxk�Tðxs� ærat� tx`x�qk�rn xzom zxryq�awaoazy `awq`da��q�n rjxj mzrq� qrq`da� qr zrq�aj
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êUW] §]�§ êUW] §]��
��É��Î� �È¶ç�	�É� ��å	·�	Ê	 ·
Ç·	¸Ð�	Ê	 Ê��Ë� �È¶¶É 
�·

H O OH H H
O H O .

µ¶�È��¶�É -É	Í È�É��ÎÒ ��
¶� H� �¸¶·	
�É¶¸Ð�	« ��È� ��Í·¶�	 ¶·��Ö�É
¶��	¶ �	
¶�Ù¶��	¶ Ï	Õ�ÒÉ�¶�
=>?@AÖÏ�	Î¶·Ç��« �¶�¸�ÛÇà,�Ü ·�ÇÊ	Í �¸Ê	��ÉÈ ��å	ç·¶��Ü ���ÖÑ	¸ÐÙ¶Ê	 Ï��	�	Ô¶É���Ü ·
Ç·	¸Ð�	Ê	 Ê��Ë�« Ï��
¶·¶�� �� �� HNJ�µ��È¶� ��Ï	¸ÐÛ	
���Ü -É	Í Ï�	Î¶·Ç�Ò ·�� �� �� HSO�

'­,­ �®�®�® 
 õ®dõ®��õ�g�
øÛ
¶�É�	« ÔÉ	 �	
¶�Ù¶��	¶ Ï��	�	Ô¶É���¶ 
 ·
Ç·	¸Ð�	È Ê��Ë¶

È	ç¶É ÑÒÉÐ �¶ ¶·���É
¶��ÒÈ� µ	-É	ÈÇ« ¶�¸� Ê��Ë 
Û
¶Ù¶��ÒÍ« É�¶�
Õ�ç·	¶ �¶Ñ�	 ��·¶¸¶�	 
¶�	È« É	 ¶�É¶�É
¶��	 Ï	�É�
�ÉÐ Û�·�ÔÇ 	
Ï	��Õ¶ Ï��	�	Ô¶É���Ü � ���Ñ	¸ÐÙ�È �¸� ���È¶�ÐÙ�È 
¶�	È� æÔ¶Ö
�·�� 
	ÛÈ	ç�	�ÉÐ Ï��ÕÉ�Ô¶�Õ	Ê	 Ï��È¶�¶��Ü �¶Ù¶��Ü -É	Í Û�·�Ô��Æ���È	É��È« ��Ï��È¶�« Û�·�ÔÇ 	 ��Û��Ô¶��� Ê�ÇÏÏÒ n �	É�Ç·��Õ	
Ï	 n ��Ñ	Ô�È È¶�É�È� ��ç·ÒÍ �Û �	É�Ç·��Õ	
 È	ç¶É ��Ñ	É�ÉÐ ��¸àÑ	È �Û -É�å È¶�É« �	 	Ï¸�É� É�Ç·� 
¶Û·¶ ��Û��Ü� æÑ	Û��Ô�È Ô¶�¶Û
aij
	Ï¸�ÉÇ É�Ç·� �	É�Ç·��Õ� i �� ��Ñ	Ô¶È È¶�É¶ j

� ��É��Î� Õ	-ËË�Î�Ö¶�É	
 aij

 	Ñ,¶È �¸ÇÔ�¶ �¶��ÈÈ¶É��Ô��� æÏÉ�È�¸Ð�	¶ ���Ï�¶·¶¸¶��¶

�	É�Ç·��Õ	
 �		É
¶É�É
Ç¶É È���È�¸Ð�ÒÈ ���å	·�È �� Ï�	�Û
	·�É
	�µ�¶·�É�
¸ÜÜ �	É�Ç·��Õ	
 
¶�Ù���È� 	·�	Í ·	¸� Ê��Ë�« � ��Ñ	Ô�¶
È¶�É� + 
¶�Ù���È� ·�ÇÊ	Í ·	¸�« Ï	¸ÇÔ�È Ï	¸�ÒÍ ·
Ç·	¸Ð�ÒÍ 
Û
¶ÖÙ¶��ÒÍ Ê��Ë� �	
¶�Ù¶��	¶ Ï��	�	Ô¶É���¶ ���È¶�ÐÙ¶Ê	 
¶�� Ü
¸Ü¶ÉÖ�Ü �¶Ù¶��¶È Û�·�Ô��ä �· �Ô �� æÏ¸�É� É�Ç·� ��Ñ	É��Õ� i �� ��Ñ	Ô¶È È¶�É¶ j 	Ï�¶·¶Ö¸Ü¶É�Ü Õ	-ËË�Î�¶�É	È aij

Q���� S�QL]� ��ÍÉ� 	·�	 �Û 	ÏÉ�È�¸Ð�Òå
��Û��Ô¶��Í � �ÇÈÈ���Ò¶ Û�É��ÉÒ Σ �� Ï�	�Û
	·�É
	�
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A =

{D {� {� {� {� {� {�{� �× {� �D �| �� ||B� �C {� |� |× �B ��B| B× {� |C |{ |� �{�C �D {� �� |D �C ���C �� {� �� �� �C ���× �C {� �× �� �C D�

¡

A =

B{ B{ �D B× �C �� �|{� {� �� �� �� �� |�{× {� �B �� �� |C |×B| {� B× |C �� |� ��B� {� �� B× �B �� |D{� {| {� {� {� {| {��� {� �� �� �� �� D|
�

A =

BC {× {× {� {× {× {×{× �× �× {× �× |{ |�B� �� |� {× |� |� |DB| �{ B� {× �D �× ��B× �� �B {× �� �| ���� �D �� {× �� �× ���� �� �� {× �C �× ��

�

A =

�� �� �D �D �� �{ |�B� �D �� �B �× �× �CB� B� �� �| �× �B |�{D B� B� {{ B� B� B�B� �| �� BD �� �� �BB� B× B| B� B| �B |�B� �B �D �D �{ �| �C
�

A =

�C �B �{ �� �C �C |CB{ B� B� �� �C B{ �DB{ {D �� �| �| {D ||B{ {D {D {B {D {{ {D�� �B �D �D |D {D �DB� B� B� �B B× {D |D�D �× �| �� �� {D DB

�

A =

B� �� �B B� �C �× ��B� |� |� B� �D |� ��B� �� �B B� �C �� |�B� �C �× B� |B |� �|B| �� �� B� �× �| |BB� B� B� {× B� {� B��B �� �� B� B× �| ��
�

A =

{| {| B� �| �� �× ��{� {| �{ �{ �| �� ��{× {| �� �D |{ |{ ��{| {� {| {� {| {| {|�C {| �� �� �� �� �{�C {| �B �� �� �� �{B� {| �C �× �� �D |�

�

A =

�C �� �| �B �D |{ �BB� B× �� �{ �× �D �{{� B� BC B� B� B� B�B� �C �B �� �B |� �DB� B� �{ B� �B |� �DB� �� �� �� �B �× ��B� �� BD �{ B� �D ��
�

A =

{B B� B� B� {× B� B�B� |� �× �� B� |� |DBD �� |× |B BD |B |�B� �{ �C �� B� |C |�B� �� �� B� B� �� �×BD �B �{ BD B� �| |{�� �| �� �C B� BD |D

�

A =

{| {� {� {� {� {� {�{× �C {� �C �� �B �DB� �� {� |� |� || �CB| �C {� �{ �| �� |{BD B× {� �C |D |� ��B� �C {� B� �B |� |×�� �{ {� �� �D �� ��
êUW] §]�¨
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 ¶ ÉÒ
ë

Σ
B¶�� ��Û��Ô¶��Ü ë

Σ
B¶�� ��Û��Ô¶��Ü

� HIO HM« HM« HM« QI« NN« NS« SO ¶ QOO SN« QS« NN« QS« NN« HS« QI
Ñ HJQ NO« HL« HL« QI« QI« HL« NL ç HMO QN« HL« HG« HG« NM« NL« NJ

 HIS HI« HI« NS« QL« HI« NM« NI Û QOH SQ« QI« QN« NQ« QL« QN« QLÊ QOG SH« SN« QN« QN« QJ« QG« QN � HIN QN« QM« QJ« NH« QL« NH« QJ
· HLI NH« QH« HJ« HJ« NJ« QI« HJ Õ HMG HM« HI« HM« NO« NO« NQ« NM
µ��È¶ �� æÏ¸�É� É�Ç·� ��Ñ	É��Õ� i �� ��Ñ	Ô¶È È¶�É¶ j 	Ï�¶·¶Ö¸Ü¶É�Ü Õ	-ËË�Î�¶�É	È aij

b

A =

H J H NH L S LHJ H G HH L HO S .

����� ���� �� ����������� ����� ���� � �����~��� ���~���
�� �~����������¨
Æ ¶Ù¶ � � ¶� µ��È¶��È ·¸Ü �¶Ù¶��Ü 
¶�Ê¶��Õ�Í �¸Ê	��ÉÈ :Q;� ú¸Ê	Ö��ÉÈ 	��	
�� �� É¶	��� Ô¶�¶·Çà,�å�Ü Î¶Ï¶Í Fç� µ¶É¶��¶��� µ�¶	ÑÖ��ÛÇ¶È È�É��ÎÇ A

� BÒÔÉ¶È �Û Õ�ç·	Í �É�	Õ� È���È�¸Ð�ÒÍ -¸¶È¶�É�µ	¸ÇÔ�È

A′ =

O L O QO G N GHL O S OO G I N .

øÛ	Ñ��Û�È·
Ç·	¸Ð�ÒÍ Ê��Ë« 
 Õ	É	�	È �¶Ñ�� �		É
¶É�É
ÇàÉ �Ç¸¶
ÒÈ
-¸¶È¶�É�È È�É��ÎÒ A′ Q���� S�QJ]�

*
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K

¹

À

Y
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À
êUW] §]�¥ êUW] §]�©
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Æ���È	É��È 
 -É	È Ê��Ë¶ Õ�Õ	¶Ö¸�Ñ	 È�Õ��È�¸Ð�	¶ Ï��	�	Ô¶É���¶�BÒ·¶¸�È �		É
¶É�É
Çà,�¶ �¶Ñ�� Q���� S�QM]��¶�¶·Çà,¶Í�Ü * Î¶Ï� �Û X 
 Y �¶É� �¸¶·	
�É¶¸Ð�	« -É	 Ï��	�	Ô¶ÖÉ���¶ Ü
¸Ü¶É�Ü ���Ñ	¸ÐÙ�È� BÒ·¶¸�È È�	ç¶�É
� 
¶�Ù��« �¶ 
å	·ÜÖ

,�¶ 
 Ï��	�	Ô¶É���¶� ÌÉ	Xm = {x4}
«
Ym = {y4}

��	�É�
�È È�	ç¶�É
�

¶�Ù��« Õ	É	�Ò¶ 
å	·ÜÉ 
 Î¶Ï� K « �	¶·��Üà,�¶ Xm

� X
b

X ′ = {x2, x4}, Y ′ = {y1}.

µ�¶	Ñ��ÛÇ¶È È�É��ÎÇ A′ � ��Í·¶È È���È�¸Ð�ÒÍ -¸¶È¶�É 
 �É�	Õ�å �
�	È¶��È� -¸¶È¶�É	
 È�	ç¶�É
� X ′ � �É	¸ÑÎ�å � �	È¶��È� -¸¶È¶�É	

È�	ç¶�É
� Y \Y ′ « É�¶ 
 È�É��Î¶

� � � �� G N G� � � �� G I N .

����È�¸Ð�ÒÍ -¸¶È¶�É ��
¶� N� BÒÔÉ¶È N �Û �É�	Õ Q � S � ·	Ñ�
�È N
Õ �É	¸ÑÎÇ H� µ	¸ÇÔ�È

A′′ =

N L O QO Q O QHI O S OO Q L O .

�		É
¶É�É
Çà,�Í Ê��Ë Q�È� ���� S�QM] �ÛÈ¶��¸�Ü� ø�Ô¶Û¸	 �¶Ñ�	
QH« H]« � ·	Ñ�
�¸��Ð �¶Ñ�� QQ« N] � QS« S] Q���� S�QI]� B -É	È Ê��Ë¶
¶�ÉÐ �¶Ñ�	 QS« S]« �¶ 
å	·Ü,¶¶ 
 
Ò·¶¸¶��	¶ Ï��	�	Ô¶É���¶ � �¶ ��Î�Ö·¶�É�	¶ ¶Ê	 
¶�Ù���È« �	 �	¶·��Üà,¶¶ X � Y

� µ��	�	Ô¶É���¶ �É�¸	
�	
¶�Ù¶��ÒÈ Q���� S�NO]« È�	ç¶�É
� Xm

� Ym
ÏÇ�ÉÒ« �¸¶·	
�É¶¸Ð�	«

Û�·�Ô� �¶Ù¶��� Ú�Õ�È 	Ñ��Û	È« 
ÒÑ���Ü -¸¶È¶�ÉÒ ��å	·�	Í È�É��ÎÒ
A � �	È¶��È� �¶Ñ¶� Ï	¸ÇÔ¶��	Ê	 Ï��	�	Ô¶É���Ü« ��Í·¶È ���È¶�ÐÙ�¶Û�É��ÉÒb

Σ = a13 + a21 + a32 + a44 = 1 + 1 + 1 + 4 = 7
�

RÅx`xk�Tða�z� �xty zqzrqmr mw �xlxr�qpq lmzoa lx`xk�Tðm�z� rq��m��mw X d Y � m rqozrc� �d q�`ar�qs �at`adox�mm� `x�x`n �alm�a� m �q�la�rq��ms `x�`qsj �zom �c ra�a� �xty z�ðxzrdqdaoan rq lmzoq `x�x` d ta`qzq�lxra�mm sq��q �coq �c �dxomlmryn tqsx��d rqozrcx m rq��mx `x�`a d ærq��xtmjW8r X � Y sq��q kdmparyz� tq rq��ms `x�`asn d q�`ar�qs �at`adox�mmu tq rqozrcsj
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ä � È ¶ Ô � � � ¶ H� µ��	�	Ô¶É���¶ �� ���� S�QM �¶ ¶·���É
¶��	¶�øÈ¶¶É�Ü ¶,¶ 	·�	 ���Ñ	¸ÐÙ¶¶ QN �¶Ñ��] Ï��	�	Ô¶É���¶ Q���� S�NH]���	ç¶�É
� 
¶�Ù��« �¶ 
å	·Ü,�¶ 
 Ï��	�	Ô¶É���¶« + -É	 Xm = {x2}� Ym = {y2}

� µ�� -É	È È�	ç¶�É
� X ′ � Y ′ �¶ �ÛÈ¶�ÜÉ�Üb

X ′ = {x2, x4}, Y ′ = {y1}.

ä � È ¶ Ô � � � ¶ Q� µ��	�	Ô¶É���¶ �� ���� S�QM ���ÛÇ 	Õ�Û�¸	�Ð
���Ñ	¸ÐÙ�È� æ·��Õ	 È	ç�	 ÑÒ¸	 ÑÒ 
ÒÑ��ÉÐ � �¶ ���Ñ	¸ÐÙ¶¶« �	
È�Õ��È�¸Ð�	¶ Ï��	�	Ô¶É���¶ Q���� S�NQ]� B -É	È �¸ÇÔ�¶« 	Ñ��É�

Ô¶�¶·Çà,Çà�Ü Î¶ÏÐ x4

«
y1
«
x1
«
y3

QÉ	¸�ÉÒ¶ �¶Ñ�� È¶�ÜàÉ�Ü �� É	�Õ�¶«
� ��	Ñ	�	É]« Ï	¸ÇÔ�È ���Ñ	¸ÐÙ¶¶ Ï	Õ�ÒÉ�¶ Q���� S�NH]�

'­�­ ­�±
� õ®�°�õ¸_�²
 ���®
æ�É	
	È Ê��Ë�G ��ÛÒ
�àÉ Ê��Ë« �¶ �	·¶�ç�,�Í Î�Õ¸	
 � �	�É	ÜÖ,�Í �Û �¶Ñ¶� Ê��Ë�G � 
�¶å ¶Ê	 
¶�Ù��� Ú�Õ�È 	Ñ��Û	È« 	�É	
 Ê��Ë�Ü
¸Ü¶É�Ü ·¶�¶
	È� ���¸	 �¶Ñ¶� 	�É	
� ��
�	 ���ÊÇ Ê��Ë� Qν∗ = n −

− k]� ���¸	 	�É	
	
 Ê��Ë� È	ç�	 
ÒÔ��¸�ÉÐ Ï	 È�É��Î¶ ���åÊ	Ë�Q�È� �� MO]�ä �· �Ô �� F�� 
Û
¶Ù¶��ÒÍ Ê��Ë Q���� S�NN]� ��ÍÉ� Ô��¸	 	�É	
	

Ê��Ë� � 	�É	
 Ê��Ë� È���È�¸Ð�	Ê	 
¶���

B É�Ñ¸�Î¶ 	É
¶É	
 �� �� MO ·��Ò 
¶�� �¶Ñ¶� È���È�¸Ð�	Ê	 	�É	
�«
�ÇÈÈ���ÒÍ 
¶� 	�É	
� Σ � Ô��¸	 	�É	
	
 Ê��Ë� n0

�
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 ¶ ÉÒ
ë B¶�� �¶Ñ¶� 	�É	
� Σ n0� HL« HH« HN« HS« HG« HJ« QQ« QG« QS HGJ NMLH
Ñ HJ« HQ« HN« HS« HG« QH« QL« QG« QS HLJ NQMI

 HH« HN« HS« HG« HJ« QH« QN« QS« QG HLN NHHG
Ê HQ« HN« HS« HG« HL« QN« QS« QG« QL HLM QGMS
· HS« HG« HM« HI« QN« QQ« QL« QJ« QM HIQ NIHO
¶ HO« HQ« HN« HG« HL« HI« QQ« QN« QG HGG SOIG
ç HO« HH« HQ« HS« HG« HM« QQ« QN« QG HGO QISS
Û HI« QO« HG« HL« HJ« HM« QG« QL« QJ HMN NQMI
� HN« HL« HJ« HM« HI« QO« QG« QL« QJ HMH NHHG
Õ QJ« HQ« HN« HS« HG« QH« QN« QS« QG HJS SOIG

µ��È¶ �� F�� 
Û
¶Ù¶��ÒÍ Ê��Ë Q���� S�NS]�

*rK*

KK
Kr

KÀ
*¹

*ÀKé
*è

*q

êUW] §]�§
��ÍÉ� Ô��¸	 	�É	
	
 Ê��Ë� � 	�É	
 Ê��Ë� È���È�¸Ð�	Ê	 
¶��

Q-Õ�É�¶È�¸Ð�	¶ ·¶�¶
	]�

Æ ¶Ù ¶ � � ¶� /���� ������� �~���¨ ���¸	 	�É	
	
 Ê��Ë� È	ç�	

ÒÔ��¸�ÉÐ Ï	 ¶Ê	 È�É��Ô�ÒÈ å���ÕÉ¶���É�Õ�È� øÛ
¶�É�� �¸¶·Çà,�Ü
É¶	�¶È��½»¼½»ãÂ ¾� Q���åÊ	Ë� *]| /���� ������� �~��� ~���� ����¡~��� ������ ���������Ú �Ú¡��� �������� ���~��� ©�~�����¨Ì¸¶È¶�ÉÒ È�É��ÎÒ ���åÊ	Ë� B Ê��Ë� G 	Ï�¶·¶¸ÜàÉ�Ü �¸¶·ÇàÖ
,�È 	Ñ��Û	È���¸� 
¶�Ù��Ò i � j Ê��Ë�G �È¶ç�Ò« É	 bij = −1

« � ¶�¸�

¶�Ù��Ò i � j �¶ �È¶ç�Ò« É	 bij = 0

� F��Ê	��¸Ð�Ò¶ -¸¶È¶�ÉÒ È�É��ÖÎÒ ���åÊ	Ë� B ��
�Ò �É¶Ï¶�ÜÈ 
¶�Ù��b bii =
<3�

(i)
� æÔ¶
�·�	 �
	ÍÖ�É
	b �ÇÈÈ� -¸¶È¶�É	
 
 Õ�ç·	Í �É�	Õ¶ � Õ�ç·	È �É	¸ÑÎ¶ È�É��ÎÒ���åÊ	Ë� ��
�� O� øÛ
¶�É�	 É�Õç¶« ÔÉ	 �¸Ê¶Ñ���Ô¶�Õ�¶ ·	Ï	¸�¶��Ü


�¶å -¸¶È¶�É	
 È�É��ÎÒ ���åÊ	Ë� ��
�Ò« � ���Ê È�É��ÎÒ ���åÊ	Ë�
R�(&%��Í� �j �{�B��{��Dppj� u �xsx��m� bmwm� m sx�a�m�j



�j�j �Z£ð\ öõ÷ÑòöÖ]ò¥ð \òZõ �{
�¶	Ê��Ë� Ï	�Ü·Õ� n È	ç�	 
ÒÔ��¸�ÉÐ Ï	 Ë	�ÈÇ¸¶ j0i� B = n − k

«
Ê·¶ k + Ô��¸	 Õ	ÈÏ	�¶�É Ê��Ë��µ�	�ÇÈ¶�Ç¶È 
¶�Ù��Ò Ê��Ë� Q���� S�NG]�

H

QN

S

G L

J

êUW] §]��
B �		É
¶É�É
�� � 	Ï�¶·¶¸¶��¶È Û�Ï�Ù¶È È�É��ÎÇ ���åÊ	Ë�b

B =



















3 −1 0 0 0 −1 −1
−1 2 0 0 0 0 −1

0 0 2 −1 0 0 −1
0 0 −1 3 −1 0 −1
0 0 0 −1 2 −1 0

−1 0 0 0 −1 3 −1
−1 −1 −1 −1 0 −1 5



















.

Æ���È	É��È È��	� -¸¶È¶�É� b1,1
b

m1,1 =















2 0 0 0 0 −1
0 2 −1 0 0 −1
0 −1 3 −1 0 −1
0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 −1 3 −1

−1 −1 −1 0 −1 5















.

BÒÔ��¸�È 	Ï�¶·¶¸�É¶¸Ðb detm1,1 = 79
� Ú�Õ�È 	Ñ��Û	È« Ê��Ë �È¶Ö¶É JI 	�É	
	
« ��¶·� Õ	É	�Òå ��·	 
ÒÑ��ÉÐ -Õ�É�¶È�¸Ð�	¶ ·¶�¶
	«É�¶ ·¶�¶
	« 	Ñ¸�·�à,¶¶ �¶Õ	É	�ÒÈ� -�É�¶È�¸Ð�ÒÈ� �
	Í�É
�È�« 


·���ÒÈ �¸ÇÔ�¶ + È���È�¸Ð�ÒÈ 
¶�	È�ä�È¶É�È« ÔÉ	 È�É��ÎÇ ���åÊ	Ë� È	ç�	 ��ÍÉ�« ��Ï	¸ÐÛÇÜ Ë	�ÈÇÖ¸Ç
B = IIT − 2A, QS�H]

Ê·¶ I � A + È�É��ÎÒ ��Î�·¶�É�	�É� � �È¶ç�	�É� Ê��Ë�� ��É��ÎÇ��Î�·¶�É�	�É� Û�Ï�Ù¶È ·¸Ü �¸¶·Çà,¶Í Ï	�¸¶·	
�É¶¸Ð�	�É� �	È¶�	

�¶Ñ¶�b (3, 7)

«
(6, 7), (1, 2), (6, 1)

«
(5, 6)

«
(3, 4)

«
(2, 7)

«
(4, 7)

«
(1, 7)

«
(4, 5)

�
�É�	Õ� È�É��ÎÒ ��Î�·¶�É�	�É� �		É
¶É�É
ÇàÉ 
¶�Ù���È« �É	¸ÑÎÒ
+ �¶Ñ��È� B �¶	Ê��Ë¶ È�É��Î� ��Î�·¶�É�	�É� I �	�É	�É �Û �Ç¸¶Í �



�B �[¥ðó÷£Ñ¤ _oada �
¶·���Î« � È�É��Î� �È¶ç�	�É� A ��ÈÈ¶É��Ô��Üb

I =



















0 0 1 1 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
0 1 0 1 1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 1 1 1 0



















, A =



















0 1 0 0 0 1 1
1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 1 0 1 0
1 0 0 0 1 0 1
1 1 1 1 0 1 0



















.

ù	�ÈÇ¸� QS�H] ÑÇ·¶É Ï�	,¶« ¶�¸� ����È	É�¶ÉÐ �¶Õ	É	�Çà �~�������Ú
�~���� µ	· 	��¶�É�Î�¶Í Ê��Ë� Ï	��È�àÉ 	�Ê��Ë« Ï	¸ÇÔ�à,�Í�Ü Û�ÖÈ¶�	Í Õ�ç·	Ê	 �¶Ñ�� ·ÇÊ	Í Ï�	�Û
	¸Ð�	Ê	 ��Ï��
¸¶��Ü� Æ���È	É��È«
��Ï��È¶�« 
�����É« Ï��
¶·¶��ÒÍ �� ���� S�NL�

^ �� -�

�

]

�
]

^ -

�

���   ¡

¢£�¤
*

K¹

À

ç è

é

êUW] §]�¨
�	È¶�� ·ÇÊ �� ���Ç�Õ¶ ÇÕ�Û��Ò Ï	¸Çç���ÒÈ Ù��ËÉ	È 
 �		É
¶ÉÖ�É
�� � �	È¶��È� �¶Ñ¶� ��å	·�	Ê	 Ê��Ë�� ��É��Î� ��Î�·¶�É�	�É� I1	��¶�É�Î�� Ê��Ë� �È¶¶É 
�·

I1 =



















0 0 −1 −1 0 0 0 0 −1 0
0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0

−1 0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 −1 0 −1
0 0 0 0 −1 0 0 0 0 1
0 −1 0 1 1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 1 1 1 0



















.

�ÇÈÈ� -¸¶È¶�É	
 
 ¸àÑ	È �É	¸ÑÎ¶ -É	Í È�É��ÎÒ 
�¶Ê·� ��
�� O���É��Î� ���åÊ	Ë� È	ç¶É ÑÒÉÐ 
ÒÔ��¸¶�� Ï	 Ë	�ÈÇ¸¶
B = I1I

T
1 . QS�Q]

áâÄ¼½¾ÀãÝ¥|¦½ÂzDÂâÂ î¼zÀ½¼»¿¾ß ¼zÀ¼ÁÂ ã¾¿¾ãÂâÞ¿¼Ä¼Á»zÂ| �É�	�È Ê��Ë« Ï���	¶·��ÜÜ Õ ÏÇ�É	ÈÇ Ê��ËÇ �� È�	ç¶�É
¶

¶�Ù�� Û�·���	Ê	 Ê��Ë� �¶Ñ�	 ���È¶�ÐÙ¶Ê	 
¶�� :HO;� � Ï	¸ÇÔ¶��	ÈÇ
Ê��ËÇ Ï	�¸¶·	
�É¶¸Ð�	 Ï���	¶·��Ü¶È 	�É�¸Ð�Ò¶ �¶Ñ��« 
ÒÑ���Ü ��



�j�j �Z£ð\ öõ÷ÑòöÖ]ò¥ð \òZõ ��
Õ�ç·	È Ù�Ê¶ �¶Ñ�	 ���È¶�ÐÙ¶Ê	 
¶��« �¶ 	Ñ��ÛÇà,¶¶ Î�Õ¸ � �È¶àÖ
,�È��Ü �¶Ñ��È�� B ��Ù¶È �¸ÇÔ�¶ ��Ô���¶È � �¶Ñ�� 
¶�	È HN + ���ÖÈ¶�ÐÙ¶Ê	 
 Ê��Ë¶� �� ���Ç�Õ�å S�NJïS�SQ ·��� Ï	�¸¶·	
�É¶¸Ð�	�ÉÐ
·¶Í�É
�Í� Æ¶Ñ�	 
¶�	È HI �¶ 
Õ¸àÔ�¶É�Ü 
 	�É	
« É�Õ Õ�Õ 	�	 	Ñ��ÛÇ¶É
Î�Õ¸ � �¶Ñ��È� 
¶�	È HS � HN�

*¹ *¹
*À

*¹
*À

*è

êUW] §]�¥ êUW] §]�© êUW] §]��

*¹
*À

*è
*q

K*
*¹

*À
*è

*q

K*

KK
*¹

*À
*è

*q

êUW] §]§¦ êUW] §]§� êUW] §]§�
áâÄ¼½¾Àã §â¾¥Â¨©»Ä¼ z¼z»{Â î¼zÀ½¼»¿¾ß ¼zÀ¼ÁÂ ã¾¿¾íãÂâÞ¿¼Ä¼ Á»zÂ| ú¸Ê	��ÉÈ Fç� ����Õ�¸� É�¶ÑÇ¶É �� Õ�ç·	È Ù�Ê¶

Ï�	
¶�Õ� �� Î�Õ¸�Ô�	�ÉÐ � Ï�¶·
���É¶¸Ð�	Í �	�É��	
Õ� �¶Ñ¶� Ï	

¶��È« ÔÉ	 Û�É�Ç·��É¶¸Ð�	 ·¸Ü Ê��Ë	
 � Ñ	¸ÐÙ�È Ô��¸	È �¶Ñ¶�� �¶�ÖÕ	¸ÐÕ	 Ï�	,¶ �¸¶·Çà,�Í �¸Ê	��ÉÈ :HN;�
H� æÉÈ¶Ô�¶È Ï�	�Û
	¸Ð�Çà 
¶�Ù��Ç Ê��Ë�« � Õ	É	�	Í ��Ô�¶É�Ü

Ï	�É�	¶��¶� �É�	�È �¶Ñ�	 ���È¶�ÐÙ¶Ê	 
¶��« ��Î�·¶�É�	¶ -É	Í 
¶�ÖÙ��¶�Q� ø,¶È �¶Ñ�	 È���È�¸Ð�	Ê	 
¶��« ��Î�·¶�É�	¶ 	·�	Í �Û ·
Çå Ï	Ö¸ÇÔ¶��Òå 
¶�Ù��� B È�	ç¶�É
	 Ï	��Õ� �¶ 
å	·�É Ï	�É�	¶��	¶ �¶Ñ�	�N� µ�	·	¸ç�¶È ·�¸¶¶« ��ÛÒ�Õ�
�Ü Õ�ç·ÒÍ ��Û �¶Ñ�	 ���È¶�ÐÙ¶Ê	

¶��« ��Î�·¶�É�	¶ Ï	�É�	¶��ÒÈ 
¶�Ù���È« �¶ 
Õ¸àÔ�Ü 
 Õ�ÇÊ Ï	��Õ�

�¶ �¶Ñ��« �å �	¶·��Üà,�¶�B ��Ù¶È Ï��È¶�¶ ��Ô�¶È � 
¶�Ù��ÒA

� �� ���Ç�Õ�å S�SNïS�SM ·���
Ï	�¸¶·	
�É¶¸Ð�	�ÉÐ ·¶Í�É
�Í�
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*¹*è *¹*è *¹
*À

*è

êUW] §]§� êUW] §]§§ êUW] §]§�

*¹
*À

*è
*q

K*
*¹

*À
*è

*q

K*

KK
*¹

*À
*è

*q

êUW] §]§¨ êUW] §]§¥ êUW] §]§©
µ�	Ê��ÈÈ� ·¸Ü =>?@A« ��Ï	¸ÐÛÇà,�Ü 
�É�	¶��Ò¶ ËÇ�ÕÎ��« ·����� �� HSG« Ï�	Ê��ÈÈ� � 
�ÛÇ�¸�Û�Î�¶Í Ï�	Î¶��� Ï	�¸¶·	
�É¶¸Ð�	Ê	Ï	�É�	¶��Ü 	�É	
� + �� �� HSJ�

'­ª­ ~®°�	¸±
õ
�ö ¶�		ö
µ�	�É	Í Î�Õ¸« Ï�	å	·Ü,�Í Ô¶�¶Û 
�¶ 
¶�Ù��Ò Ê��Ë�« ��ÛÒ
�¶ÉÖ�Ü ������������� * � µ�	�É�Ü Î¶ÏÐ« Ï�	å	·Ü,�Ü Ô¶�¶Û 
�¶ 
¶�Ù��ÒÊ��Ë�« ��ÛÒ
�¶É�Ü ��������������ä�·�Ô� ��å	ç·¶��Ü Ê�È�¸ÐÉ	�	
Òå Î�Õ¸	
 Ï	¸ÇÔ�¸� �
	¶ ��Û
�ÖÉ�¶ 
 �
ÜÛ� � �Ü·	È Ï��ÕÉ�Ô¶�Õ�å Û�·�Ô� æ·�	Í �Û ��å Ü
¸Ü¶É�Ü É�Õ��ÛÒ
�¶È�Ü ���� � ����������~�« 
 Õ	É	�	Í 	Ï�¶·¶¸Ü¶É�Ü Õ��ÉÔ�ÍÖÙ�Í Ê�È�¸ÐÉ	�	
 Î�Õ¸ Q�È� �� MM]�B 	É¸�Ô�¶ 	É Ï	��Õ� -Í¸¶�	
Òå Î�Õ¸	
« Ï�	å	·Ü,�å Ô¶�¶Û Õ�ç·	¶�¶Ñ�	 Ê��Ë� Ï	 	·�	ÈÇ ��ÛÇ« ·¸Ü Õ	É	�Òå ¶,¶ ÌÍ¸¶�	È Ï	¸ÇÔ¶�	

�¶	Ñå	·�È	¶ � ·	�É�É	Ô�	¶ Ç�¸	
�¶ �Ç,¶�É
	
���Ü Î�Õ¸�« ·¸Ü Ê�ÖÈ�¸ÐÉ	�	
Òå Î�Õ¸	
 É�Õ	Ê	 Ç�¸	
�Ü �¶ ��Í·¶�	� �Ç,¶�É
ÇàÉ« 	·��Õ	«·	�É�É	Ô�Ò¶ Ç�¸	
�Ü �Ç,¶�É
	
���Ü Ê�È�¸ÐÉ	�	
Òå Î�Õ¸	
�µ��
¶·¶È �¶�Õ	¸ÐÕ	 É�Õ�å Ï��Û��Õ	
 :Q;�
R; {�|× pjVmoy�s _asmoyrq� ��f�(háÍÆ 'j� t`xkoq�mo sarxsarmlxz��Tmp`��pqoqdqoqs��n zd�wa���T z q��qkqs dx`�m� kqkx�aæk`an tqoq�md rxszascs �alaoq qk�qs� mw zasc� mwdxzr�c� �at`adox�m� rxq`mm p`abqdj



�jDj }õÑ÷[Ö£ðöð\¤ Ô÷�[¤ �|
¹��Ë« 	Ñ¸�·�à,�Í Ê�È�¸ÐÉ	�	
ÒÈ Î�Õ¸	È« ÑÇ·¶È ��ÛÒ
�ÉÐ ���

������������
½»¼½»ãÂ ¾� QF���Õ� *]| }~�� �����������Á ���� ������� �Ú¡��

��� ��~���� ���������~��� ��~�������� <3�
(v) > n/2

�
½»¼½»ãÂ ¿� Q æ�¶ K ]| }~�� �����������Á ���� ������� �Ú¡��

���� ��� ��������� ��~��� v � u ���������~�Ú� ��~��������
<3�

v +
<3�

u > n
�

F¸Ü 	�Ê��Ë	
 É�Õç¶ �È¶¶É�Ü ·	�É�É	Ô�	¶ Ç�¸	
�¶�
½»¼½»ãÂ ¿¾ Q¹ÇÍÜÖE�� ¹ ]| .~������� �~�� �¡������ �������

������� ������ À Á ���� ��� �Ú¡�� ��� ��~���� v
<3�XY

(v) > n/2
«

<3�Z[\
(v) > n/2

�
��Ï	È��È« ÔÉ	 	�Ê��Ë ��ÛÒ
�¶É�Ü �~�������« ¶�¸� ¸àÑ�Ü ¶Ê	


¶�Ù��� ·	�É�ç�È� �Û ¸àÑ	Í 
¶�Ù��Ò�æ�Ê��Ë ��ÛÒ
�¶É�Ü �����������������« ¶�¸� 	� �	·¶�ç�É Ê�ÖÈ�¸ÐÉ	�	
Ç Î¶ÏÐ���¶·� 
Û
¶Ù¶��Òå 	�Ê��Ë	
 
Ò·¶¸ÜàÉ 	�Ê��ËÒ« Ç·	
¸¶É
	�ÜàÖ
,�¶ �¶��
¶��É
Ç É�¶ÇÊ	¸Ð��Õ�b

c(u, v) 6 c(u, w) + c(w, v). QS�N]
æÔ¶
�·�	« -É	ÈÇ Ç�¸	
�à Ç·	
¸¶É
	�ÜàÉ ��������� �~��� + Ê��ËÒ«

¶�Ù��Ò Õ	É	�Òå Ü
¸ÜàÉ�Ü É	ÔÕ�È� Ï¸	�Õ	�É�« � 
¶�� + ¶
Õ¸�·	
ÒÖÈ� ����É	Ü��ÜÈ� È¶ç·Ç ��È��ä �· �Ô �� ��ÍÉ� 
�¶ Ê�È�¸ÐÉ	�	
Ò Î�Õ¸Ò Ê��Ë� Q���� S�SI]�
�

a

b

c

d

g

¡
a

b

c

d

g

�
a

b

c

d

g

êUW] §]§�

R�(&f% �jzjW#&i #j ÃB|ÄÉ��Íä(hf��Íä&( zj ÃBÄjËvm�o d q`p`abxn zqpoaz�q qt`xkxox�mT �a zj B×n t`admoy�xx �awcdary�q�r�`qsn qk�a�q ko� pasmoyrq�qdc� �m�oqdn qrkada� ka�y r`akm�mmn sq���q zkxoary mz�oTlx�mxj
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a

b

c

d

g

�
a

b

c

d

g

�
a

b

c

d

g

�
a

b

c

d

g

�
a

b

c

d

g

�
a

b

c

d

g

êUW] §]§� QÏ�	·	¸ç¶��¶]
æÉ
 ¶ ÉÒ

¹�È�¸ÐÉ	�	
Ò Î�Õ¸Ò
� acbdg

«
adbgc

«
adgbc

«
acbgdÑ acdbg

«
acbdg
 agbcd
«
adcbg

«
abcdgÊ agbcd· agcbd

«
acgbd¶ agbcdç acbdg
«
abgdc

«
agdcb

«
abcdg

«
adcbgÛ abdgc

«
acdbg

«
acdgb

«
abgdc� agcdb

«
abdcg

«
acgdb

µ��È¶ �� F�� Ê��Ë Q���� S�GO]� ��ÍÉ� 
�¶ Ê�È�¸ÐÉ	�	
Ò Î�Õ¸ÒÊ��Ë��
Æ ¶Ù ¶ � � ¶� B :HJ; 	Ï���� �¸Ê¶Ñ���Ô¶�Õ�Í �¸Ê	��ÉÈ * ��å	ç·¶��Ü
�¶å Ê�È�¸ÐÉ	�	
Òå Î�Õ¸	
« 	��	
���ÒÍ �� É¶	�¶È¶ G Q�È� �� HH]�ÌÉ� É¶	�¶È� Ï	Û
	¸Ü¶É ��ÍÉ� Ô��¸	 È��Ù�ÇÉ	
 	Ï�¶·¶¸¶��	Í

·¸��Ò Ï	 -¸¶È¶�É�È �É¶Ï¶�� È�É��ÎÒ �È¶ç�	�É� A Ê��Ë��æ·��Õ	 -É� È��Ù�ÇÉÒ 	�É�àÉ�Ü Ñ¶ÛÒÈÜ��ÒÈ�« É¶	�¶È� �¶ ·�¶É
��Ë	�È�Î�� 	 
¶�Ù���å 
 È��Ù�ÇÉ�å� ��¸� �¶È�	Ê	 �ÛÈ¶��ÉÐÈ�É��ÎÇ �È¶ç�	�É� � È�¸	��Ë	�È�É�
�Ò¶ ¶·���ÎÒ 
 �¶Í Û�È¶Ö

R«fä ~j~j �{×�D pj�n �fÆ(ih$ÍÆ �j�j �{×�� pj�n ��f�fÆ ¬j �{×�× pj�j



�jDj }õÑ÷[Ö£ðöð\¤ Ô÷�[¤ �D
��ÉÐ �� �È¶�� 
¶�Ù��« É	 
	Û
¶·¶��¶ É�Õ	Í È�É��ÎÒ 
 �É¶Ï¶�Ð
·��É Ñ	¸ÐÙ¶ ��Ë	�È�Î�� 	 È��Ù�ÇÉ�å� B
¶·¶È É�Õ�È 	Ñ��Û	È
È	·�Ë�Î��	
���Çà È�É��ÎÇ �È¶ç�	�É� B Ï	 Ï��
�¸Çb -¸¶È¶�É

a

b

c

d

g

êUW] §]�¦

È�É��ÎÒ βij = vj

« ¶�¸� �Ç,¶�É
Ç¶É ÏÇÉÐ �Û 
¶�Ù��Ò vi

 
¶�Ù��Ç vj

�
F¸Ü Û�·���	Ê	 Ê��Ë� Ï	¸ÇÔ�È È�É��ÎÇ �È¶ç�	�É� A � È�É��ÎÇ

B
b

A =











0 1 1 1 1
0 0 1 0 1
1 1 0 1 0
1 0 1 0 1
0 1 0 1 0











, B =











0 b c d g
0 0 c 0 g
a b 0 d 0
a 0 c 0 g
0 b 0 d 0











.

F�¸¶¶ Ï	�¸¶·	
�É¶¸Ð�	 ��å	·�È 
�Ï	È	Ê�É¶¸Ð�Ò¶ È�É��ÎÒ P ′
k

b �
Pk

P ′
k+1 = B · Pk, P1 = A, Pk = Φ(P ′

k).

��É��ÎÒ B � Pk
ÇÈ�	ç�àÉ�Ü Ï	 	ÑÒÔ�	ÈÇ Ï��
�¸Ç ÇÈ�	ç¶��Ü

È�É��Î« � Ï	· Ï�	�Û
¶·¶��¶È 
¶�Ù�� Ï	��È�¶É�Ü �¶Õ	ÈÈÇÉ�É�
��Ü
Ñ������Ü 	Ï¶��Î�Ü �Õ¸¶�
���Ü« Û�·����Ü �� È�	ç¶�É
¶ �¸	
� �¸	
	
+ ÇÏ	�Ü·	Ô¶���Ü Ï	�¸¶·	
�É¶¸Ð�	�ÉÐ 
¶�Ù�� QÑÇÕ
]� µ�	�Û
¶·¶��¶
�¸	
� u1u2, ..., uk

� �¸	
� v1v2, ..., vm
¶�ÉÐ �¸	
	 u1u2, ..., ukv1v2, ..., vm

�
��É��Î� P ′

k
Ï�¶	Ñ��ÛÇ¶É�Ü 
 È�É��ÎÇ Pk

�Ï¶Î��¸Ð�ÒÈ 	Ï¶��É	�	È
Φ
� æÏ¶��É	� Φ

« ·¶Í�É
Çà,�Í �� -¸¶È¶�ÉÒ pij
È�É��ÎÒ« 
ÒÔ¶�Õ�
�¶É

Q	Ñ�Ç¸Ü¶É] É¶ ¶¶ -¸¶È¶�ÉÒ« 
 Õ	É	�Òå �	·¶�ç�É�Ü 
¶�Ù��� vi
�¸� vj

�
Ú�Õ�¶ -¸¶È¶�ÉÒ �	·¶�ç�É Õ	�ÉÇ�Ò« Û�ÈÒÕ�à,�¶�Ü �� vi

�¸� vj

� Ú�Õ
Õ�Õ �� Ê¸�
�	Í ·��Ê	��¸� Pk

�	·¶�ç�É�Ü ��Ë	�È�Î�Ü 	 Î�Õ¸�å« ·¸Ü
ÇÏ�	,¶��Ü � Ç�Õ	�¶��Ü ���Ô¶É	
 È	ç�	 	Ñ�Ç¸ÜÉÐ Ê¸�
�Çà ·��Ê	��¸Ð

�¶å È�É��Î Pk

« Õ�	È¶« ��ÛÇÈ¶¶É�Ü« Ï	�¸¶·�¶Í + Pn

« Ï	�Õ	¸ÐÕÇ ¶¶
·��Ê	��¸Ð � �	·¶�ç�É ��Õ	ÈÒ¶ Î�Õ¸Ò Ñ¶Û ��Ô�¸Ð�	Í � Õ	�¶Ô�	Í

¶�Ù��Ò� ÌÉ� 
¶�Ù��Ò ¸¶ÊÕ	 ·	Ñ�
�ÉÐ Ï	�¸¶ 	Õ	�Ô���Ü 	��	
�	Í
�É¶��É�
�	Í Ï�	Î¶·Ç�Ò�



�� �[¥ðó÷£Ñ¤ _oada �F¸Ü Û�·���	Ê	 Ê��Ë� Ï	¸ÇÔ�È Ï	�¸¶·	
�É¶¸Ð�	�ÉÐ È�É��Î PkQ
�Ï	È	Ê�É¶¸Ð�Ò¶ È�É��ÎÒ P ′
k
�¶ 
ÒÏ����Ò]� øÈ¶¶È

P2 =











0 c + g b + d c + g b + d
c 0 0 c + g 0
d a 0 a a + b + d
c a + c + g a 0 a
d 0 b + d 0 0











.

ä�È¶É�È« ÔÉ	 È�É��Î� P2
Ï	¸ÇÔ¶�� �Û P ′

2
·¶Í�É
�¶È 	Ï¶��É	�� Φ

b 
Ï¶�
	È �É	¸ÑÎ¶ � Ï¶�
	Í �É�	Õ¶ �¶É �¸	
 � 
¶�Ù��	Í a
« 
	 
É	�	È�É	¸ÑÎ¶ � 
É	�	Í �É�	Õ¶ 	É�ÇÉ�É
Ç¶É 
¶�Ù��� b � É�·� F�¸¶¶

P3 =











0 dc + dg gb + gd bc + bg cb + cd
cd + gd 0 gd ca ca + cd

0 ag + da + dg 0 ag + bg ab + ad + da
0 ac + ag + ca ab + gb 0 ab + ca + cb

bc + dc da + dc da bc 0











,

P4 =











0 cdg + gdc bgd + dgb cbg + gbc bcd + dcb
gdc 0 gda cag cad + cda
bgd adg + dag 0 abg dab
gbc cag agb 0 acb + cab
bcd dac + dca dab bca 0











.

µ	�¸¶·�ÜÜ È�É��Î� QP5
] + ·��Ê	��¸Ð��Ü�B�¶ ¶¶ -¸¶È¶�ÉÒ + �Ç¸¶
Ò¶«Õ�	È¶ P5,11 = bgdc + cbgd + dgbc + gbcd

«
P5,22 = cadg + cdag + gdac +

+ gdca
«
P5,33 = abgd + adgb + bgda + dagb

«
P5,44 = acbg + agbc +

+ cabg + gbca
«
P5,55 = bcad + bcda + dacb + dcab

� � Ï	¸ÇÔ¶��ÒÈ�¸�Ê�¶ÈÒÈ 
 -¸¶È¶�É¶ È�É��ÎÒ Pkk
·	Ñ�
�È 
 ��Ô�¸¶ �¸� 
 Õ	�Î¶ Ï	
¶�Ù��¶ vk

« Ê·¶ v1 = a
«
v2 = b

«
v3 = c

«
v4 = d

«
v5 = g

« � 
ÒÏ	¸Ö��È Õ�ÇÊ	
Çà Ï¶�¶�É��	
ÕÇ É�Õ« ÔÉ	ÑÒ 
¶�Ù��� a 	Õ�Û�¸��Ð Ï¶�
	Í���	Ê�¶ Ê�È�¸ÐÉ	�	
Ò Î�Õ¸Ò Ï	
É	�ÜàÉ�Ü� ��	ç¶�É
	 	É
¶É	
 ·¸Ü·���	Í Û�·�Ô� ÑÇ·¶É �¸¶·Çà,�Èb
abgdc, adgbc, acbgd, agbcd.µ	¸�ÒÍ Ê��Ë Ï	�Ü·Õ� n �È¶¶É (n − 1)! Ê�È�¸ÐÉ	�	
Òå Î�Õ¸	
�æÔ¶
�·�	« 
�ÇÔ�Çà -É	É �¸Ê	��ÉÈ �¶ �¶�¸�ÛÇ¶É�Ü� B�����É Ï�	ÖÊ��ÈÈÒ ·¸Ü =>?@A« ��Ñ	É�à,¶Í Ï	 	Ï�����	ÈÇ �¸Ê	��ÉÈÇ« ·�� ���� HGO�

'­­­ �®�®�® 	
°°��
g®��®
ÌÉ	 	Ñ��Û�	¶ ��Û
���¶ Ç�É	ÍÔ�
	 Û�Õ�¶Ï�¸	�Ð Û� 	·�	Í �Û ��ÈÒå��É¶�¶��Òå« Ï��ÕÉ�Ô¶�Õ� Û��Ô�ÈÒå � 	·�	
�¶È¶��	 �¸	ç�Òå Û�·�ÔÉ¶	��� Ê��Ë	
� ä�·�Ô�« Ñ¶�Ç,�Ü �
	¶ ��Ô�¸	 �Û ��Ñ	É ¹�È�¸ÐÉ	��«�	�É	�É 
 	Ï�¶·¶¸¶��� Õ��ÉÔ�ÍÙ¶Ê	 Ê�È�¸ÐÉ	�	
� Î�Õ¸� 
 Ê��Ë¶� �¶



�j�j �õñõ�õ �ðÑÑ÷\ð�ôòóõ �×
�¶Ù¶��¶ �
ÜÛ��	 :HJ; � �¶Ù¶��¶È Û�·�Ô� 	 ��Û��Ô¶��Üå Q�È� ª� JS] � �Û�·�Ô¶Í 	Ñ 	�É	
¶ ���È¶�ÐÙ¶Ê	 
¶�� Q�È� ª� JM]�ä �· �Ô �� ��ÍÉ� Õ��ÉÔ�ÍÙ�Í Ê�È�¸ÐÉ	�	
 Î�Õ¸ Ê��Ë� Q���� S�GH]�
�

a

b

c

d

fg

¹q
*
qq À

* ç é ¹

qÀ
q* é¹çq

Àé

¡
a

b

c

d

fg

*
* ç *r ç

ç K *
*

¹
rç

K
ç*¹r

ç

�
a

b

c

d

fg

Kç
q çé è

q ¹ K
ç

è
é
q¹ èKèé

è

�
a

b

c

d

fg

r
é

ç éè r
ç ç é

ç

À
¹

ç
èrÀ¹

è

�
a

b

c

d

fg

¹é
q éK ¹

q *
é
q

ç*
*

K¹*ç
K

�
a

b

c

d

fg

Àè
*

èr é

* À
ç À

r
é

è* çÀÀr

é
ç

�
a

b

c

d

fg

¹ç
è ç¹ ç

è K ¹
ç

K
¹

èK ç¹K¹

ç

�
a

b

c

d

fg

ç
é

*
éq é

* ¹
ç
é

è
q*

¹
éçèq

é

�
a

b

c

d

fg

q
K r Ké q

r K K
r

À
K

K
éqÀK

é

êUW] §]��æÉ 
 ¶ ÉÒ
L

×�Õ¸ L
×�Õ¸ L

×�Õ¸
� QN

afdgcb Ê QI
afgdcb ç QO

afdgcbÑ HN
abgcdf · HL

agfdcb Û QG
afdgcb
 QS

abgcdf ¶ QO
afdgcb � QS

afgdcb



×C �[¥ðó÷£Ñ¤ _oada �µ��È¶ �� F�� 
Û
¶Ù¶��ÒÍ 	�Ê��Ë Q���� S�GQ]� ��ÍÉ� Õ��ÉÔ�ÍÙ�ÍÊ�È�¸ÐÉ	�	
 Î�Õ¸�
Æ ¶Ù ¶ � � ¶� �Ï	�	Ñ H� Æ���È	É��È �¸Ê	��ÉÈ Ñ¸�ç�ÍÙ¶Ê	 �	�¶·�

Q̄ d0 + ¯30j3M1 d3j13g 0<<] * � ��Ô�¶È ·
�ç¶��¶ Ï	 Ê��ËÇ �Û Ï�	�ÛÖ
	¸Ð�	Í 
¶�Ù��Ò« ��Ï��È¶� �Û 
¶�Ù��Ò a
� BÒÑ���Ü �Û ·
Çå 
	ÛÈ	çÖ�Òå

a

b

c

d

fg

¹
¹

* ¹¹
q ¹ ¹

¹

*
q*

¹
*¹ç

À

êUW] §]��

·ÇÊ« a → f � a → b
« Õ	�	ÉÕÇà ·ÇÊÇ«

a → b
« ·¸��	Í H« ·�¸¶¶ ·	 
¶�Ù��Ò

c ·
�Ê�¶È�Ü Ñ¶Û ��Û
¶É
¸¶��Íb a →
→ f → d → c

� øÛ c ��Ï��
¸Ü¶È�ÜÏ	 Ñ	¸¶¶ Õ	�	ÉÕ	Í ·	�	Ê¶ 
 g
« Û�É¶È
 b � 
	Û
��,�¶È�Ü 
 a

� �ÇÈÈ����Ü·¸��� Î�Õ¸� ��
�� 1 + 3 + 8 + 1 +
+ 3 + 3 = 19

� ú¸Ê	��ÉÈ Ñ¸�ç�ÍÙ¶Ê	�	�¶·� �¶ Ê����É��Ç¶É 	ÏÉ�È�¸Ð�	Ê	�¶Ù¶��Ü� Æ¶Ù¶��¶ Û�
���É 	É 
ÒÑ	����Ô�¸Ð�	Í 
¶�Ù��Ò � 	É 
ÒÑ	����Ï��
¸¶��Ü ·
�ç¶��Ü Ï�� ��¸�Ô��·
Çå � Ñ	¸¶¶ ��Ï��
¸¶��Í 	·���Õ	
	Ê	 
¶��� µ�	
¶��È ·�ÇÊÇà 
¶�ÖÙ��Ç 
 Õ�Ô¶�É
¶ ��Ô�¸Ð�	Í���¸� ��Ô���ÉÐ ·
�ç¶��¶ �Û b 
 �É	�	�Ç a Ï	 ·ÇÊ¶ 
¶�	È N« É	 Î�Õ¸
b → a → f → d → c → g → b ÑÇ·¶É �	
Ï�·�ÉÐ � ��Í·¶��ÒÈ« 	É¸�Ô�Ü�ÐÉ	¸ÐÕ	 ��Ô�¸	È 	É�Ô¶É�� µ�� 
ÒÑ	�¶ ��Ï��
¸¶��Ü b → g

« É�Õç¶ 
¶�	ÈN« Ï	¸ÇÔ�È Î�Õ¸ b → g → c → d → f → a → b
« �È¶à,�Í 
¶� 3+3+1+

+ 1 + 3 + 3 = 14
� ÌÉ	É Î�Õ¸« ���È¶�ÐÙ�Í Ï	 
¶�Ç« È	ç�	 Ï���ÜÉÐ Û�	Õ	�Ô�É¶¸Ð�ÒÍ 	É
¶É�B ·¶Í�É
�É¶¸Ð�	�É�« �ÇÈÈ���ÒÍ 
¶� HS Ü
¸Ü¶É�Ü���È¶�ÐÙ�È ·¸Ü -É	Í Û�·�Ô��øÛ
¶�É�� 	Î¶�Õ� �¸Ê	��ÉÈ� Ñ¸�ç�ÍÙ¶Ê	 �	�¶·� :Q; ·¸Ü Ê��Ë�« 
¶��Õ	É	�	Ê	 Ç·	
¸¶É
	�ÜàÉ �¶��
¶��É
Ç É�¶ÇÊ	¸Ð��Õ� Q�È� �� MG]b

c°±² 6 0, 5([lnn] + 1)cZ³\,
Ê·¶ cZ³\ + 
¶� 	ÏÉ�È�¸Ð�	Ê	 È��Ù�ÇÉ�� B ��Ù¶È �¸ÇÔ�¶ Õ	-ËË�Î�¶�É
 -É	Í 	Î¶�Õ¶ 0, 5([lnn] + 1) = 1

�
�		É
¶É�É
Çà,�Ü Ï�	Ê��ÈÈ� ·¸Ü =>?@A ·��� �� �� HGQ�
�Ï	�	Ñ Q� Æ���È	É��È �¸Ê	��ÉÈ Ñ¸�ç�ÍÙ¶Í 
�É�
Õ� Q̄ d5 + ¯30jÖ3M1 5iM3j1] :Q;� µ	�É�	¶��¶ Î�Õ¸� ��Ô�¶È � ¸àÑ	Í 
¶�Ù��Ò« ��Ï��È¶�

c
� µ���	¶·���È Õ c 
¶�Ù��Ç« 	Ñ��ÛÇà,Çà 
È¶�É¶ � �¶Í Î�Õ¸� øÛ É�¶å
	ÛÈ	ç�Òå 
�����É	
« c → d → c

«
c → g → c � c → b → c

« 
	ÛÐÈ¶È��ÈÒÍ Õ	�	ÉÕ�Í« c → g → c
« ·¸��	Í I Q���� S�GN]� �	�¶Ô�	« È	ç�	
ÒÑ��ÉÐ � 
�����É c → b → c É�Õ	Í ç¶ ·¸��Ò� �� �¸¶·Çà,¶È Ù�Ê¶È	ç�	 ·	Ñ�
�ÉÐ ¸�Ñ	 
¶�Ù��Ç d
« 
�É�
¸ÜÜ ·ÇÊ� g → d � d → c 
È¶�É	

R<�aoqpml�c� tq zr`arxpmm aopq`mrs mztqoywqdaoz� ko� qt`xkxox�m�qzrqda �amsx�y�xpq dxza �zsj zj ���j



�j�j �õñõ�õ �ðÑÑ÷\ð�ôòóõ ×{
·ÇÊ� g → c

« ¸�Ñ	 b Çç¶ � ·
ÇÈÜ 
�����É�È� Î�Õ¸	
b g → c → b → g �
g → b → c → g

� BÒÑ���¶È Î�Õ¸ ���È¶�ÐÙ¶Í ·¸��Òb
g → b → c → gQ���� S�GS]� ú��¸	Ê�Ô�	 Ï	�¸¶·	
�É¶¸Ð�	 
�É�
¸Ü¶È 
 Î�Õ¸ 
¶�Ù��Ò

d
«
f
«
a Q���Ç�Õ� S�GGïS�GJ]� B �¶ÛÇ¸ÐÉ�É¶ Ï	¸ÇÔ�¶È Î�Õ¸ ·¸��	Í 3 +

+ 3 + 1 + 3 + 8 + 3 = 21
�

c

g

*
¹

c

g

b

¹ ¹
¹

c

g

b

d

¹ ¹

q ç

êUW] §]�� êUW] §]�§ êUW] §]��

c

g

b

d

f¹ ¹

q ¹
À

c

g

b

d

f

a

*¹
¹ ¹

q ¹

êUW] §]�¨ êUW] §]�¥
Æ¶ÛÇ¸ÐÉ�É ·�¸¶Õ 	É 	ÏÉ�È�¸Ð�	Í ·¸��Ò HS� B ��ÈÕ�å -É	Ê	 �¸Ê	Ö��ÉÈ� È	ç�	 ·	Ñ�ÉÐ�Ü È¶�ÐÙ¶Í ·¸��Ò« È¶�ÜÜ ��Ô�¸Ð�Çà 
¶�Ù��Ç ���Ï��
¸¶��Ü 
 É	ÔÕ�å 
¶É
¸¶��Ü �¶Ù¶��Ü�øÛ
¶�É�� 	Î¶�Õ� �¸Ê	��ÉÈ� Ñ¸�ç�ÍÙ¶Í 
�É�
Õ� :Q;« ·¸Ü Ê��Ë�«


¶�� Õ	É	�	Ê	 Ç·	
¸¶É
	�ÜàÉ �¶��
¶��É
Ç É�¶ÇÊ	¸Ð��Õ� Q�È� �� MG]b
c°±X 6 2cZ³\,

Ê·¶ cZ³\ + 
¶� 	ÏÉ�È�¸Ð�	Ê	 È��Ù�ÇÉ��
�Ï	�	Ñ N� æ·��È �Û È¶É	·	
 ��ÕÇ��É
¶��	Ê	 ��É¶¸¸¶ÕÉ� Ü
¸Ü¶É�Ü

ÈÇ��
Ð��ÒÍ �¸Ê	��ÉÈ ���Õ	 F	��Ê	 * � æ��	
��Ü �·¶Ü �¸Ê	��ÉÈ�Ï	·�È	É�¶�� 
 Ï���	·¶ � �È�É��Ç¶É ·
�ç¶��¶ Õ	¸	��� ÈÇ��
Ð¶
� µ	Ë	�È¶ -É	É �¸Ê	��ÉÈ Ï	å	ç �� ç�·�ÒÍ ¯d0 Q�Ï	�	Ñ H] � 
 �¶Õ	É	�	Í�É¶Ï¶�� Ü
¸Ü¶É�Ü ¶Ê	 	Ñ	Ñ,¶��¶È� ��¸� 
 �¸Ê	��ÉÈ¶ Ñ¸�ç�ÍÙ¶Ê	
�	�¶·� 
ÒÑ	� ·�¸Ð�¶ÍÙ¶Ê	 ÏÇÉ� Ï�	�Û
	·�É�Ü« ��å	·Ü �Û È���È�¸ÐÖ�	Ê	 ����É	Ü��Ü ·	 	Ô¶�¶·�	Í 
¶�Ù��Ò« É	 Û·¶�Ð 
ÒÑ	�	È ÇÏ��
¸Ü¶É�¸ÇÔ�Í��Ü ËÇ�ÕÎ�Ü« ��Ï��
¸Üà,�Ü ·
�ç¶��¶ 	É É¶ÕÇ,¶Ê	 Ï	¸	ç¶��Ü

Ref&%Í �Í&(�Í Ã��Äj



×B �[¥ðó÷£Ñ¤ _oada �
� Ñ	¸ÐÙ¶Í 
¶�	ÜÉ�	�ÉÐà 
 
¶�Ù��Ç j

« 
 Õ	É	�	Í ���Ñ	¸ÐÙ¶¶ Û��Ô¶��¶
�¶Õ	É	�	Í ËÇ�ÕÎ�� Pij,k

QÊ·¶ i + �	È¶� 
¶�Ù��Ò« 
 Õ	É	�	Í Ï�	�Û
	Ö·�É�Ü 
ÒÑ	�« k + �	È¶� ÈÇ��
ÐÜ« ·
�çÇ,¶Ê	�Ü Ï	 ·ÇÊ�È Ê��Ë�]� ��Õ
� 
 ¯d0« 
	 
�¶ÈÜ ·
�ç¶��Ü �	Û·�¶É�Ü �Ï��	Õ Ï�	Í·¶��Òå 
¶�Ù��« ÔÉ	
Ï	Û
	¸Ü¶É �ÛÑ¶ç�ÉÐ Ï�¶ç·¶
�¶È¶��	Ê	 Û�Î�Õ¸�
���Ü� µ��
¶·¶È 
�·
ËÇ�ÕÎ��« ÇÏ��
¸Üà,¶Í Ï¶�¶å	·	È �Û ·���	Í 
¶�Ù��Ò i 
 
¶�Ù��Ç j

b

Pij,k =
τα
ijη

β
ij

∑

m

τα
imηβ

im

, QS�S]

Ê·¶ τij
+ Õ	¸�Ô¶�É
	 Ë¶�	È	�� Qa23jh4hi]« 	�É�
¸¶��	Ê	 ÈÇ��
ÐÜÈ�

�� ·ÇÊ¶ [i, j] § ηij
+ 
¶¸�Ô���« 	Ñ��É��Ü 
¶�Ç Q·¸��¶] ·ÇÊ� [i, j] §

α
«

β + -ÈÏ���Ô¶�Õ�¶ Õ	-ËË�Î�¶�ÉÒ� ùÇ�ÕÎ�Ü Pij,k
Ï	·�Õ�ÛÒ
�¶É

ÈÇ��
Ðà �	È¶� 
¶�Ù��Ò j
« 
 Õ	É	�Çà 	� ·	¸ç¶� ��Ï��
�ÉÐ�Ü� B

Û��È¶��É¶¸¶ QS�S] �É	�É �	�È��Çà,�Í Õ	-ËË�Î�¶�É« É�Õ	Í« ÔÉ	 0 6

6 Pij,k 6 1
� ø�·¶Õ� m 
 �ÇÈÈ¶ Ï�	Ñ¶Ê�¶É Ï	 
�¶È �¶Ï�	Í·¶��ÒÈ


¶�Ù���È« �È¶ç�ÒÈ � i
� B �¶�¸Ð�	�É� ÈÇ��
¶Í 	�É�
¸Ü¶É �¸¶·

QË¶�	È	�] 
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j = 1, ..., 7
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Ï	-É	ÈÇ Ï¸	å	ÈÇ �¶Ù¶��à ��·	 ·�ÉÐ Ù����^��� -É	É Q�¸�« Ï��
�¸ÐÖ�¶¶« 
¶�	ÜÉ�	�ÉÐ] ����Ô�ÉÒ
�¶É�Ü Ï	 Ë	�ÈÇ¸¶

P = exp(−∆L/T ),

Ê·¶ ∆L + Ï	¸	ç�É¶¸Ð��Ü ��Û�	�ÉÐ È¶ç·Ç Õ�Ô¶�É
	È É¶�É��Ç¶È	Ê	 �
���¶¶ Ï	¸ÇÔ¶��	Ê	 	ÏÉ�È�¸Ð�	Ê	 �¶Ù¶��Í« T + �¶Õ	É	�ÒÍ Ï	�É	Ü��	
ÇÈ¶�ÐÙ�à,�Í�Ü Ï���È¶É� QÇ�¸	
�	 + É¶ÈÏ¶��ÉÇ��]� B �¸ÇÔ�¶ Û�·�Ô�
Õ	ÈÈ�
	Üç¶�� Õ�Ô¶�É
	 	Î¶��
�¶É�Ü ·¸��	Í È��Ù�ÇÉ�� æÔ¶
�·�	«
ÔÉ	 Ô¶È È¶�ÐÙ¶ É¶ÕÇ,¶¶ �¶Ù¶��¶ Ï	�É�É È���ÈÇÈ � Ô¶È Ñ	¸ÐÙ¶
É¶ÈÏ¶��ÉÇ��« É¶È Ñ	¸ÐÙ¶ 
¶�	ÜÉ�	�ÉÐ Ï���ÜÉ�Ü OÏ�	Ñ�	Ê	P 
Òå	·�
�Û ¸	Õ�¸Ð�	Ê	 È���ÈÇÈ�����ç¶��¶ É¶ÈÏ¶��ÉÇ�Ò 	ÑÒÔ�	 Ï�	�Û
	·�É�Ü Ï	 Ë	�ÈÇ¸¶ Tk+1 =
= αTk

« Ê·¶ 0 < α < 1
�

R>�qpka tqo�lx��c� da`ma�r z`ad�mdaxrz� z t`xkck�ðmsj
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